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Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 
Von Heinz Hopf in Berlin. 


Die Versuche der kombinatorischen Topologie, die Zusammenhangsverhältnisse 
der n-dimensionalen Komplexe und Mannigfaltigkeiten zu beschreiben, führen zu alge- 
braischen Betrachtungen, nämlich zur Betrachtung von Gruppen, die mit dem geo- 
metrischen Gebilde topologisch invariant verknüpft sind: es sind dies die Fundamental- 
gruppe und die Gruppen der i-dimensionalen Homologieklassen (i = 0,1,...,n). Handelt 
es sich um (geschlossene und orientierbare) Mannigfaltigkeiten, so läßt sich diesen von 
Poincar& eingeführten Begriffen dadurch etwas wesentlich Neues hinzufügen, daß man 
die Homologiegruppen der verschiedenen Dimensionszahlen zu einem Ring verschmilzt: 
man hat — wie unten ausführlicher auseinandergesetzt werden wird — den Schnitt 
zweier Zyklen (geschlossener Komplexe) in der Mannigfaltigkeit als Produkt zu deuten, 
was auf Grund neuerer Untersuchungen von Alexander und Lefschetz auf keine Schwie- 
rigkeit stößt. Diese Gruppen und Ringe bilden nach dem gegenwärtigen Stand unserer 
Kenntnisse im wesentlichen das algebraische Gerüst der Mannigfaltigkeiten, das deren 
Zusammenhangsverhältnisse schildert, freilich ohne sie zu erschöpfen. 

Eine eindeutige und stetige (nicht notwendigerweise eindeutig umkehrbare) Ab- 
bildung f einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M auf eine n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit u bewirkt eine eindeutige Abbildung des Ringes und der Fundamentalgruppe 
der ersteren auf Ring und Fundamentalgruppe der letzteren. Die Gesamtheit der Eigen- 
schaften dieser Gruppen- und Ringbeziehungen möge als Algebra der Abbildungen von 
Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden; von Topologie der Abbildungen wird man sprechen, 
wenn man nicht die Gruppen- und Ringelemente, sondern die Punkte der beiden Mannig- 
faltigkeiten und die durch f zwischen ihnen vermittelten Beziehungen betrachtet. Es 
ist von besonderem Interesse, den Zusammenhängen zwischen Algebra und Topo- 
logie einer Abbildung nachzugehen; ein Beispiel eines solchen Zusammenhanges ist 
der Lefschetzsche Fixpunktsatz !), der die Fixpunktzahl einer Abbildung von M auf 
sich — also eine topologische Eigenschaft — mit den Spuren der Substitutionen, 
denen die Homologiegruppen unterworfen werden, — also mit algebraischen Eigen- 
schaften — in Verbindung bringt; ein anderes einfacheres Beispiel liefert die Betrachtung 
des Abbildungsgrades c von f: er läßt sich einerseits algebraisch durch die Homologie 
/{M) — cu definieren und kann andererseits (wenigstens seinem absoluten Betrage nach) 
topologisch als die Mindestzahl der eineindeutigen Bedeckungen eines Gebietes von u 
charakterisiert werden, die sich durch stetige Abänderung von f erreichen läßt ?), 
woraus insbesondere die wesentliche topologische Verschiedenheit der Abbildungen mit 
e=0 von denen mit c = erhellt: die ersteren sind dadurch gekennzeichnet, daß man 


nn 





1) S, Lefschetz, (a) Intersections and transformations of complexes and manifolds; (b) Manifolds with a boun- 
dary and their transformations; Trans. Am. Math. Soc. XX VIII (1926), XXIX (1927). 
2) H. Hopf, Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Zweiter Teil, Math. Annalen 102 (1929); 
H. Kneser, Glättung von Flächenabbildungen, Math. Annalen 100 (1928). 
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keinen Punkt von u durch stetige Änderung von f von der Bedeckung durch die Bild- 
menge befreien kann. 

In dieser Arbeit werden Sätze über die durch Abbildungen von M auf u zwischen 
den Homologiegruppen und -ringen der beiden Mannigfaltigkeiten hergestellten Be- 
ziehungen bewiesen; die Fundamentalgruppen werden nur gelegentlich und dann im 
wesentlichen als Hilfsmittel herangezogen. Die Sätze zeigen, daß auch diese alge- 
braischen Beziehungen wesentlich verschiedenartig ausfallen, je nachdem der Ab- 
bildungsgrad von 0 verschieden oder O ist, und daß überhaupt der Betrag des Grades 
eine beherrschende Rolle spielt. Sie liefern unter anderem für die Gesamtheit der 
möglichen Abbildungen von M auf u Einschränkungen, die man aus den Eigen- 
schaften der beiden Ringe ablesen kann; die einfachste derartige Bedingung lautet, 
daß man M auf «„ nicht mit einem von O0 verschiedenen Grade abbilden kann, falls 
für irgendein i die i-te Bettische Zahl von M kleiner ist als die i-te Bettische Zahl 
von u. Als wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Hauptsatzes (Satz I, $ 3), aus 
dem sich alles andere leicht ergibt, dient die Produktmannigjaltigkeit von M und u, 
deren Wert für die Untersuchung der Abbildungen seit den Arbeiten von Lefschetz !) 
feststeht. °) 


$ 1. Der Homologiering einer Mannigfaltigkeit. 


Es sei zunächst kurz an einige Grundbegriffe und -tatsachen aus der kombinato- 
rischen Topologie erinnert, deren Kenntnis hier als bekannt vorausgesetzt werden 
muß ®). 

Unter dem Orientieren eines n-dimensionalen Komplexes C” versteht man ein will- 
kürliches Orientieren seiner n-dimensionalen Zellen. Der Rand einer orientierten n- 
dimensionalen Zelle ist ein wohlbestimmter orientierter (n — 1)-dimensionaler Komplex; 
der Rand von C” ist die Summe der Ränder seiner n-dimensionalen Zellen. Dabei ist 
diese Summe algebraisch zu bilden, sie ist also eine Linearform in den (n — 1)-dimensio- 
nalen Zellen von C”; ist sie 0, so heißt C” geschlossen. 


Unter einem in C” liegenden :-dimensionalen Zyklus versteht man das eindeutige 
und stetige Bild eines geschlossenen i-dimensionalen Komplexes, das nicht lediglich als 
Punktmenge in C”, sondern in bestimmter Weise als Bild seines Originalkomplexes auf- 
zufassen ist. Ein i-dimensionaler Zyklus z heißt homolog 0, geschrieben: zi 0, wenn 
er das Bild des Randes eines in C” hinein abgebildeten (i + 1)-dimensionalen Kom- 
plexes ist. Da z’ (d.h. sein Original) orientiert ist, ist klar, was man unter !=-+7' 
und unter — z° zu verstehen hat. Ferner ist die Summe und nach der eben über 
das Vorzeichen gemachten Bemerkung auch die Differenz zweier Zyklen in nahe- 
liegender Weise zu erklären. Statt z — z; = 0 sagt man auch: ziwzi; aus 
m 2%,2,—2% folgt | 24; man nennt dann die Zyklen zu derselben Homologie- 
klasse gehörig. 

Die i-dimensionalen Homologieklassen bilden bezüglich der Addition eine Abelsche 
Gruppe. Es gilt der Satz, daß dies eine Gruppe von endlich vielen Erzeugenden ist; sie 





*) Der größte Teil der Sätze dieser Arbeit ist bereits — mit wesentlich umständlicheren, rechnerischen Be- 
weisen — in der folgenden Note mitgeteilt worden: H. I/opf, On some properties of one-valued transformations ol 
manifolds, Proc. Nat. Acad. of Sciences U. S. A. 14 (1928), S. 206—214; Druckfehlerberichtigung dazu $. 600. 

*) Zur Einführung in die kombinatorische Topologie können das Buch von O. Veblen, Analysis situs, Cam- 
bridge Colloquium 1922, und die folgenden Arbeiten dienen: J. W. Alexander, Combinatorial analysis situs, Trans. Am. 
Math. Soc. XXVII (1926); E. R.van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitätssätze, Disser- 
tation Leiden 1929, 
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hat also einen endlichen Rang und endlich viele Elementarteiler und ist durch diese 

Zahlen vollständig bestimmt. Den Rang nennt man die i-te Bettische Zahl, die Elementar- 

| teiler die i-ten Torsionskoeffizienten von C". Bei dieser Art von Definition ist es klar, 

daß dies topologische Invarianten von C” sind. Die genannte Endlichkeitseigenschaft 

E32  peruht darauf, daß es in jeder Homologieklasse einen Zyklus gibt, der aus i-dimensio- 

nalen Zellen der vorgelegten Zelleinteilung von C” aufgebaut ist, (und in den Beweis 

dieser Tatsache ist bei der hier skizzierten Darstellung die Schwierigkeit des Beweises 

der Invarianz von Bettischen Zahlen und Torsionskoeffizienten im wesentlichen ver- 
schoben). 

Ist C" = M eine orientierte und geschlossene Mannigfaltigkeit — wir übergehen 

die verschiedenen Möglichkeiten und Schwierigkeiten bei der Mannigfaltigkeitsdefini- 


tion —, so lassen sich 5) aus irgend zwei Homologieklassen 4‘, H’ der Dimensionen i, j 
Zyklen z‘, 2? auswählen, die aus Zellen von Unterteilungen der gegebenen Zelleinteilung 
von M aufgebaut sind und sich zueinander in allgemeiner Lage befinden; d.h. eine Zelle 


7° von z’ und eine Zelle Z’von z’haben entweder keinen Punkt gemeinsam oder schneiden 
sich in einer (U + 7 — n)-dimensionalen Zelle einer weiteren Unterteilung; letzteres kommt 
nurin Frage, wenn i+ 7 2Znist. Es gelten die Sätze, daß der von diesen Durchschnitts- 
zellen gebildete Komplex selbst eine Zyklus ist und daß die Homologieklasse, der er 
angehört, nicht von z', 2’, sondern nur von den Klassen H', H’ abhängt; sie wird mit 
H' : H’ bezeichnet; dabei ist die Orientierung der Durchschnittszelle zweier orientierter 
Zellen in der orientierten M durch eine einfache Festsetzung gegeben. Die Schnitt- 
bildung ist bis auf das Vorzeichen kommutativ; die eben erwähnte Festsetzung liefert 
Pk are H’.H'. Sie ist ferner distributiv; daraus folgt, daß man die 
Schnittklasse irgendeiner i-dimensionalen Klasse 4° mit irgendeiner j-dimensionalen 
Klasse 4’ kennt, wenn nur die Schnitte der Elemente H}, H5,.... einer Basis der i-dimen- 


sionalen Homologieklassengruppe mit den Elementen MH}, H},... einer j-dimensionalen 
Basis bekannt sind ®): 
(1) H!. Hin Lak, HE; 


dabei durchlaufen die 4, eine k-dimensionale Basis mit k =i+ j — n. Beim Übergang 
zu anderen :-, j- und k-dimensionalen Basen ändert sich das Koeffizientenschema 
a”, es besitzt jedoch gewisse Invarianten; eine solche ist z.B. der Rang der Gruppe 
derjenigen k-dimensionalen Klassen, die als Schnitte i-dimensionaler Klassen mit j-dimen- 
sionalen Klassen auftreten. Diese gegenüber Basiswechsel invarianten Größen sind bei 
homöomorphen Mannigfaltigkeiten einander gleich, sie sind also topologische Invarianten, 
die „Alexanderschen Schnittinvarianten‘“ von M. 

Die Schnittbildung erfüllt außer dem distributiven auch das assoziative Gesetz: 


H*.(H' .H’) = (H".H').H’= H*.H*.H’”). Man kann nun die eben geschilderten 
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°) Die Sätze über die Schnitte von Zyklen in einer Mannigfaltigkeit sind im Teil I der in Fußnote 1 genannten 
Arbeit (a) von Lefschetz enthalten. 

°) Die Homologiesysteme (1) und die sich daraus ergebenden Invarianten sind von Alexander eingeführt 
worden: J. W. Alexander, New topological invariants expressible as tensors; On certain new topological invariants 
of a manifold; Topological invariants of manifolds; On the interseetion invariants of a manifold. Proc. Nat. Acad. of 
Sciences U. $. A. 10 (1924), S. 99—103 und $. 493—494; 11 (1925), S. 143—146. — Auf die in diesen Noten einge- 
führten Begriffe ‚mod. x‘ gehen wir hier nicht ein; auf Grund von ihnen dürfte sich ein Teil der Ergebnisse dieser 
Arbeit verschärfen und verallgemeinern lassen. 

’) Die zum Beweis assoziativen Gesetzes notwendige Vorzeichenbetrachtung ist bei Lefschetz ausgelassen, 
aber leicht nachzuholen. 
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Schnittinvarianten, und gleichzeitig die Bettischen und Torsionszahlen, auch folgender- 
maßen zusammenfassend beschreiben: Wir betrachten nicht mehr wie bisher Zyklen 
und Hombologieklassen einzelner fester Dimensionszahlen, sondern auch Zyklen gemischter 
Dimension und entsprechende Homologieklassen; wir betrachten also jetzt die Gruppe 
aller Homologieklassen, d.h. die direkte Summe der Gruppen der Homologieklassen 
der einzelnen Dimensionszahlen i für i=0,1,...,n. In dieser additiven Gruppe ist 
auf Grund des distributiven Gesetzes und der Gleichungen (1) für je zwei Elemente ein 
„Produkt“, nämlich die Schnittklasse, definiert, und diese Multiplikation genügt dem 
assoziativen und zusammen mit der Addition dem distributiven Gesetz. Die Homologie- 
klassen bilden nunmehr ein System hyperkomplexer Zahlen oder einen Ring mit einer end- 
lichen Basis. Die Aussage der topologischen Invarianz der Alexanderschen Schnitt- 
invarianten sowie der Bettischen und Torsionszahlen läßt sich in den Satz zusammen- 
fassen: Die Ringe homöomorpher Mannigfaltıgkeiten sind einander dimensionstreu-isomorph. 
Dabei ist klar, was unter der Dimensionstreue des Isomorphismus zu verstehen ist: jedem 
Ringelement reiner, d.h. ungemischter, Dimension muß bei dem Isomorphismus ein 
Element ebenfalls reiner, und zwar derselben, Dimension entsprechen. 

Für manche Zwecke ist es bequem und ausreichend, die Betrachtungen durch 
eine Modifikation des Homologiebegriffes zu vereinfachen: ein Zyklus z soll ‚‚divisions- 
homolog‘ 0, oder kurz: „‚d.-homolog‘‘ 0, geschrieben: z=0, heißen, wenn es eine von 0 
verschiedene Zahl a gibt, so daß az = ist. Rechnet man mit D.-Homologien statt mit 
gewöhnlichen Homologien, so bedeutet das, daß man alle ‚„‚Nullteiler‘, — d.h. die im 
Fall der Existenz von Torsionskoeffizienten vorhandenen Klassen 7 mit H--0,aH 0, 
a=#=0 —, gleich O0 setzt; der Name „divisions-homolog‘ ist dadurch gerechtfertigt, daß 
aus aH z=0 stets H=0 folgt. Die D.-Homologieklassen bilden ebenfalls bezüglich 
Addition und Schnittbildung einen Ring; man erhält ihn aus dem früheren durch Null- 
setzen aller Nullteiler, d. h. der neue Ring ist der Restklassenring des aus den Nullteilern 
bestehenden Ideals in dem alten Ring. 

Wir werden uns im folgenden ausschließlich mit dem Ring der D.-Homologie- 
klassen beschäftigen und ihn kurz ‚den Ring von M“ nennen. Er soll mit R(M), sein 
Rang, also die Summe aller Bettischen Zahlen, soll mit P(M), die einzelnen Bettischen 
Zahlen sollen mit p‘(M) bezeichnet werden (i = 0,1,...,n). 

JM) besitzt eine Eins, nämlich M selbst; denn es ist, wie aus der Definition 
des Schnittes unmittelbar hervorgeht, 

(2) M-=3: M=z 
für jeden Zyklus z. 


Wichtig sind die Dualitätseigenschaften von R(M): Nach dem Poincareschen 
Dualitätssatz ®) ist 


p*(M) = p"(M) (=0,1,...,n). 


Insbesondere ist pP(M) = p"(M) = 1; für i =0 und i =n gibt es überdies keine Null- 
teiler; also ist jeder O-dimensionale Zyklus einem mit einer Vielfachheit versehenen 
Punkt homolog, und erst recht d.-homolog. In den Relationen (1) fällt daher füri+ j = n, 
k = 0 der Index u fort, und die Koeffizienten a,, bilden nach dem Dualitätssatz eine qua- 
dratische Matrix. Ihre Betrachtung liefert im Gegensatz zu den anderen Dimensions- 
zahlen keine Alexanderschen Invarianten von M. Nach einem Satz von Veblen °) hat 


®) Beweise finden sich z. B. in dem Buch von Veblen und in der Arbeit von van Kampen (s. Fußn. 4). 
’) 0. Veblen, The intersection numbers, Trans. Am. Math. Soc. XXV (1923); s. auch die Arbeit von van 
Kampen. 
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nämlich ihre Determinante stets den Wert + 1, und daraus folgt, daß bei geeigneter 
Basenwahl die Schnittrelationen die Gestalt bekommen: 


HY’.H’=O fürr#&s; H}7’.HÜinH°, 


wobei 4° die durch einen positiv signierten, einfach gezählten Punkt bestimmte O-dimen- 


n—j n.j 


sionale Homologieklasse ist. Diese Basis H} ’,H3’, .., H7j’ heißt die zu der Basis 


Hl, H3,..., H}i „duale‘‘ Basis; aus dem Veblenschen Satz folgt leicht, daß es zu jeder 
j-dimensionalen Basis eine und nur eine duale (rn — j)-dimensionale Basis gibt. 


$ 2. Algebraische Abbildungsinvarianten. 


Im folgenden sind stets M und „ zwei n-dimensionale, orientierte, geschlossene 
Mannigfaltigkeiten, und M ist einer eindeutigen und stetigen Abbildung f auf „ unter- 
worfen. 

Aus den am Anfang des $ 1 genannten Tatsachen folgt unmittelbar, daß die f-Bilder 
homologer Zyklen in M homologe Zyklen in « sind und daß das Bild der Summe oder 
Differenz zweier Zyklen die Summe bzw. Differenz der Bilder der beiden Zyklen ist. 
Daraus ergibt sich, daß f eine eindeutige Abbildung des Ringes R(M) in den Ring R( u) 
bewirkt und daß diese Abbildung ein additiver Homomorphismus ist, d.h. daß für jedes 
Paar von Elementen 7,, A, aus W(M) die Gleichung f(H, + H,) = f{H,) + f(H,) gilt. 

Da wir Eigenschaften dieser Ringabbildung untersuchen wollen, werden wir zwei 
Abbildungen f, g von M auf u als nur unwesentlich voneinander verschieden betrachten, 
wenn sie dieselbe Ringabbildung bewirken, wenn also f(z)=g(z) für jeden Zyklus z 
aus M ist. Die Gesamtheit aller Abbildungen von M auf u, die zu f in dieser Beziehung 
stehen, möge der durch f bestimmte „Abbildungskreis‘‘ heißen. Die Sätze, die wir be- 
weisen werden, beziehen sich also auf Eigenschaften, die allen Abbildungen des ganzen 
Kreises gemein sind und daher als ‚„Kreisinvarianten‘‘ von Abbildungen bezeichnet 
werden können. Da sich die Homologieklasse eines Zykels bei stetiger Abänderung des 
Zykels nicht ändert, gehören zwei Abbildungen, die sich durch stetige Modifikation aus- 
einander herstellen lassen, die also derselben „Abbildungsklasse‘‘ angehören, erst recht 
demselben Kreis an; ein solcher zerfällt also im allgemeinen in ein System von Ab- 
bildungsklassen, und die Kreisinvarianten, die in der in der Einleitung gebrauchten Aus- 
drucksweise zu den „algebraischen‘“ Invarianten der Abbildung gehören, sind a fortiori 
„Klasseninvarianten“. 


Es ist leicht, numerische Kreisinvarianten anzugeben. Da die Ringabbildung ein 
additiver Homomorphismus ist, wird sie für jede Dimensionszahl i durch eine lineare 
Substitution einer i-dimensionalen D.-Homologiebasis zi,2;,...,2;; von M in eine i- 
dimensionale D.-Homologiebasis Ci, ö,.. ., C; von u dargestellt; dabei ist p'(M) = p‘, 
P'(#) = ni gesetzt. Wechsel der Basen geschieht durch unimodulare Substitutionen; 
die gegenüber unimodularen Substitutionen der Variabelnreihen invarianten Größen 
einer linearen Substitution sind daher Kreisinvarianten der Abbildungen. Es sind dies 
der Rang und die Elementarteiler der Substitution. Der geometrische Sinn des Ranges 
ist klar: diejenigen i-dimensionalen Homologieklassen von zu, die Bilder von Homologie- 
klassen von M sind, bilden eine Untergruppe aller i-dimensionalen Homologieklassen 
von 4, und der Rang der Substitution ist der Rang dieser Untergruppe. Er heiße der 
„te Rang von f“‘ und werde mit p} bezeichnet; zp; = P, heiße der „„Gesamtrang von f“: 


die Elementarteiler mögen die „i-dimensionalen Elementarteiler von f‘ heißen und mit 
65 bezeichnet werden. 
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Für i = 0 liefern diese Begriffe nichts; denn das Bild eines einfach gezählten 
Punktes von M ist stets ein einfach zu zählender Punkt von u; es ist also immer 
p} = 1, und es gibt immer einen und nur einen O-dimensionalen Elementarteiler c® = 1, 
Die Substitution der n-dimensionalen Zyklen wird, da die Mannigfaltigkeiten M bzw. 
hier Basen sind, durch 

(3) KM)zeu 
dargestellt; hierin ist c = c* der Grad der Abbildung!®). Es wird sich zeigen, daß der Grad 
vor den anderen Elementarteilern wesentlich ausgezeichnet ist. 

Diese Invarianten beziehen sich nur auf additive Eigenschaften der Ringabbil- 
dungen und haben mit der Produktbildung in den Ringen, also mit den Eigenschaften, 
die M und „ als Mannigfaltigkeiten vor anderen Komplexen auszeichnen, nichts zu 
tun. Zweckmäßige Definitionen von Invarianten, die sich auf multiplikative Eigen- 
schaften der Ringe beziehen, liegen viel weniger nahe, und das dürfte seinen Grund in 
dem Umstand haben, daß die Ringabbildung zwar, wie wir sahen, ein additiver, aber im 
allgemeinen kein multiplikativer Homomorphismus ist, d.h. daß im allgemeinen nicht 
die D.-Homologie f(z, ' 2) = f(z,) - f(2) gilt; denn ist z.B. z, = M und 2, ein Punkt, 
so ist f(z) 23) = f(2,) =, wobei Z ein Punkt in u ist, aber f(z2,) = cu, also f(z,) - f(z,) 
>= cu-{=ecl; hiernach könnte man vielleicht vermuten, daß immer f(z,) - f(2,) x 
cf(z, 23) sei; daß jedoch dies nicht zutrifft, zeigt das Beispiel einer Abbildung einer 
Torusfläche auf eine Kugel; bei ihr sind die Bilder zweier geschlossener Kurven, deren 
Schnitt ein einfacher Punkt ist, homolog 0, also ist auch ihr Schnitt = 0; hier ist also 
(21 '2,) ==0, f(zı) - (22) = 0, wenn z,, 2, die eben genannten Kurven sind. Es ist leicht, 
an weiteren Flächenabbildungen zu zeigen, daß die Bilder der Schnitte geschlossener 
Kurven sich sehr verschiedenartig zu dem Schnitte der Bilder der Kurven verhalten können. 

Es ist also wünschenswert, Gesetze aufzufinden, die einen Ersatz für den fehlenden 
multiplikativen Homomorphismus schaffen; es besteht ferner die Aufgabe, festzustellen, 
ob die oben auf Grund des additiven Homomorphismus definierten numerischen Inva- 
rianten voneinander unabhängig sind oder ob Bindungen zwischen ihnen bestehen. 
Die Sätze, die im folgenden bewiesen werden, sind Beiträge zur Beantwortung dieser 
Fragen. Das erstrebenswerte Ziel ist, algebraische Abbildungseigenschaften anzugeben, 
die bei beliebigen Mannigfaltigkeiten M und u notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür sind, daß eine vorgegebene Abbildung von R(M) auf R(u) durch eine Abbildung / 
von M auf u bewirkt wird. Dieses Ziel wird nicht erreicht, denn alle allgemeinen Sätze, 
die hier bewiesen werden, haben nur den Charakter notwendiger Bedingungen. 


$ 3. Der Umkehrungshomomorphismus einer Abbildung. 
Alle unsere Sätze folgen im wesentlichen aus der Tatsache, daß eine gewisse Ring- 
abbildung existiert, die eine Art „Umkehrung“ der durch f bewirkten Ringabbildung ist: 
Satz I: Es gibt eine eindeutige Abbildung des Ringes R(u) in den Ring R(M) 
mit.den folgenden beiden Eigenschaften: 
1) p ist ein Ringhomomorphismus (d.h. additiver und multiplikativer, Homomor- 
phismus)"); 
2) für jedes Element z von R(M) und jedes Element & von Ru) gılt 


(4) Keld) 2)>%:fl2)."%) 





10) 7. E.J. Brouwer, Über Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 (1911). 

ıı) Dabei braucht nicht jedes Element von R(M) Bild eines Elements von R(u) zu sein. 

ı1s) Der Satz ist trivial, wenn man Summe und Produkt nicht im algebraischen Sinne, sondern als 
Vereinigung und Durchschnitt von Punktmengen in M bezw. u auffaßt und @(£) als die Menge derjenigen 
Punkte von M erklärt, die durch / auf Punkte von Z abgebildet werden. 
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Dem Beweise, der die Konstruktion von g enthält, schicken wir einige Folgerungen 
aus dem Satze voran, die von der Art dieser Konstruktion nicht abhängen und die wir 
später hauptsächlich benutzen werden: 

Satz la: ? ist durch die in Satz I genannten Eigenschaften eindeutig bestimmt. 
Sind nämlich 2 ee 2 Zu bzw. Eee... c, i-dimensionale Basen in RM) bzw. R( u), 


a u? 2, ,...,C'" ihre dualen Basen (s. $1, Schluß), und ist 
Ka) Lanlı, 
so ist 


ET) = Fanzr".®) 
Beweis: Es sei 
ee; 
dann folgt 


n—i n—i Er, 


P . 
') . 2, nm 2 ge Ze iz — Kor y4 
e 


Po 


worin 20 die durch einen einfachen Punkt bestimmte Homologieklasse von R(M) ist, 
und, wenn £° die analoge Bedeutung in R(.„) hat, 


Ma). Aa. 
Andererseits ist 
fd) z Zar ur ru, 


also nach (4) 


a u Ei. 
Satz Ib: Für jedes Element & von Ru) ist 
(5) Keld))zeL, 


wobei c der Grad von f ist. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (2), (3) und (4), wenn man in (4) z= M 
setzt. 

Satz Ie: Wenn f eineindeutig ist, so ist p die durch f" bewirkte Ringabbildung. 

Beweis: Wegen der Eineindeutigkeit ist die Ringabbildung f”" ein Ringiso- 
morphismus; denn diese Tatsache ist mit der topologischen Invarianz des Ringes ($ 1) 
gleichbedeutend. Ebenso folgt aus der Eineindeutigkeit von f 


DIE ME)SE Ne). 

Die Ringabbildung f”" hat also die in Satz I von g ausgesagten Eigenschaften und ist 
daher nach Satz Ia mit 9 identisch. 

Beweis von Satz I: Wir betrachten die Produktmannigfaltigkeit M x u und setzen 
die einfachsten Eigenschaften der Produktmannigfaltigkeiten als bekannt voraus !2); 
die Bezeichnungen sind dieselben wie bei Lefschetz; nur soll die Bildung des Schnittes in 
M x u zur besseren Unterscheidung von den Schnittbildungen in M und « nicht durch 
einen Punkt, sondern durch einen kleinen Kreis angedeutet werden. Wir nennen zunächst 
einige einfache Tatsachen, die wir brauchen werden: 

"b) Als additiver Homomorphismus ist @ hierdurch vollständig bestimmt. Die multiplikativ-homomorphe 
Eigenschaft ist für den Satz Ia ohne Bedeutung. 


") S.z.B. Teil II der in Fußn. 1 genannten Arbeit (a) von Lefschetz; wir brauchen aber nur die einfachsten 
Tatsachen und z. B. nicht die Bildung der Homologiebasen in dem Produktkomplex. 
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1) In M x uistdurch dieOrientierungen von M und weineOrientierung ausgezeichnet. 

Sind t,t bzw. r, tr Zellenpaare aus ‚dualen‘ Zelleinteilungen von M bzw. u, so ist 
die Gleichung | 

EXT) (ÜaeXT)=H+lt-txXr.?T) 
bis auf das Vorzeichen selbstverständlich; die Orientierungsfestsetzungen liefern, wenn { 
a-dımensional, 7 x-dimensional ist, 

EXT) axXT)= (1A .exı-T) 19), 

also insbesondere, wenn t = t" n-dimensional ist, 

"xXT)oe(txT)=t"txrt.r. 
Hieraus folgt durch Summation über alle n-dimensionalen Zellen i" von M 

(Mxt)e(txT)=1xr-T, 

und wenn z ein i-dimensionaler polyedraler Zyklus in « ist, durch Summation über dessen 
i-dimensionalen Zellen r 


(6) (Mxna)e(txT)=txn:r. 


Sind Z,, &, zwei beliebige Zyklen in «, so liefern polyedrale Approximationen und noch- 
malige Summierungen 


(7a) (Mx&,)e (Mx&)EMxL, Le. 
Ferner ist 
(7b) (Mx&)+(Mx&)=-Mx(ii + 2). 


2) Jeder Punkt von M x u ist in eindeutiger Weise durch x x & zu bezeichnen, 
wobei x, & Punkte von M bzw. u sind. Ordnet man dem Punkt x x & den Punkt £ zu, 
so ist das eine eindeutige und stetige Abbildung von M x u auf u, die wir mit F bezeich- 
nen. Sind wieder i, r Zellen von M bzw. u, so ist 


(8) | FMuixd)=- er 
3) Sind i,b,... bzw. rt}, t3,... (,j=0,1,...,n) die Zellen von Zerlegungen 
von M und u, so gibt es eine Zelleneinteilung von M x u, deren Zellen die Produkte 


1, x r/ sind. Folglich ist jeder Zyklus in M x u einer linearen Verbindung der {} x r} 
‘d.-homolog. 


4) Wir brauchen noch folgende Bemerkung, die sich nicht nur auf Produktmannig- 
faltigkeiten bezieht: M sei eine in einer Mannigfaltigkeit N gelegene Mannigfaltigkeit, 
Z, ein Zyklus in N, Z, ein Zyklus in M. Die Schnittbildung in M bezeichnen wir durch 


einen Punkt, die in N durch einen Kreis. Dann ist klar, daß die Schnitte (Z,°M) -Z, 
und Z,°Z, sich höchstens um das Vorzeichen unterscheiden; es gilt aber der Satz '°), 
daß auch die Vorzeichen übereinstimmen, daß also 


(9) (Z,M) :Z, = ZZ, 


ist. Wenden wir dies an auf N=M x u Z,=Mx Lt, Z,;=(M x t,)oM, wobei 
&1, &, Zyklen in u, Z,, Z, also Zyklen in M x u sind, so ergibt sich unter Verwendung 
des assoziativen Gesetzes 


((M x &)eM) -((M x &)°M)=(M x &)°e(M x &,)°M, 





120) Lefschetz (a), S.35, Nr. 55; die dort unterdrückte Vorzeichenbetrachtung läßt sich auf Grund von (a), 
Nr. 53, leicht durchführen. 
18) Lefschetz (b), Nr. 1. 
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also nach (7a) 
(10) ((M x &)°eM)-((M x &):-M)z(M x t,:&,)°M. 


Wir gehen zum Beweis von Satz I über. Die Punkte x x f(x) bilden, wenn x alle 
Punkte von M durchläuft, ein eineindeutiges Bild M von M. Wir fassen f als Abbildung 
von M auf u auf; dann ist 

f(x) = Fl@ x f(&)). 
Wir setzen nun für jeden Zyklus Z aus u 

PIE) (M x L)oM. 
Aus dieser Konstruktion ist die Tatsache ersichtlich, daß 9 die Rolle einer „Umkehrung“ 
von f spielt. Wir haben zu zeigen, daß @ ein Ringhomomorphismus ist und (4) erfüllt. 


Aus (7b) folgt durch rechtsseitiges Schneiden mit M, daß g ein additiver, aus (10), 
daß @ ein multiplikativer Homomorphismus ist. 


Nach (9) ist, wenn z ein Zyklus in M ist, 
p(d)-2=((MxL)eM)-z=(MxL) oz; 

die Behauptung (4) läßt sich daher schreiben: 

(#) F(M x &)ez)=%: File). 

Ist 2’ ein Zyklus in M x u, so daß 
zzz n Mxu 
ist, so folgt, da Zyklen, die in M x u d.-homolog sind, durch F auf Zyklen abgebildet 
werden, die in « d.-homolog sind, die Behauptung (4’) aus 

(4) F(MxL)er)=& Fe), 
wo wir auch £ als aus Zellen einer Zerlegung von u bestehend annehmen; (4’) ist also 
für einen geeigneten 2’ zu beweisen. 


to,..., und dl, %,...(uj=0,1,...,n) seien die Zellen von Zerlegungen von 
M und u. Wir können z’ so wählen, daß 

(11) = - U,s(t, X T,) 
ist; dann folgt aus (9) durch Summierung über r und s 

(12) F(ii) = z Be Ei 
Nach (6) und (11) ist 

(11’) (M x £)oz’ = Un .xX5-v); 


{ darf man als zu den rz, in allgemeiner Lage befindlich annehmen; dann ist £ - r, eine 
Zelle; aus (11’) und (8) folgt durch Summierung 


F(MxLt)z)=Zu,°: u={-Z ut, 
also nach (12) die Behauptung (4”). 


$ 4. Sätze über algebraische Eigenschaften einer Abbildung. 


Die Sätze dieses Paragraphen sind rein algebraische Folgerungen aus der Tatsache, 
daß es eine ringhomomorphe Abbildung 9 des Ringes R(M) in den Ring R(„) gibt, 
die die Eigenschaften Ia und Ib besitzt. Weitere Eigenschaften von @ werden nicht 


herangezogen, Gleichung (4) wird also nicht voll ausgenutzt. c ist immer der Grad 
Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 2. 12 
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von f, und es gelten überhaupt die im $ 2 eingeführten Bezeichnungen. Es bedeute 
ferner N, die additive Untergruppe von R(M), die aus denjenigen Elementen besteht, 
deren f-Bilder = 0 sind. 


Satz II: /stc=#0, so hat f folgende Eigenschaften: 
1) jeder c-fache Zyklus c£ aus u ist dem Bild eines Zyklus aus M d.-homolog; 


2) die (additive) Gruppe derjenigen Elemente von R(M), deren Bilder c-fache Elemente \:) 
von R(u) sind, — die also alle c-fachen Elemente von R(M) als Untergruppe enthält —. 
ist die direkte Summe der Gruppe %, und eines mit R(u) dimensionstreu-isomorphen 
Ringes R;; 


3) der eben genannte Isomorphismus wird durch Ausübung der Abbildung = f auf die Ele- 
mente von R; vermittelt; für je zwei Elemente z,,2, von R, gilt also 
1 1 1 
r_ (21) = (22) = y f(zı 22) 
oder, was dasselbe ist, 
(13) (21) : ze) = cf(zı ' 22). 


Beweis: 1) Nach Ib ist cö = f(o(£)). 
2) Der Homomorphismus 9 ist eineindeutig; denn aus 


p(dı) =Yp(d,) 
folgt nach Ib 
66, = cl,, 
also 
Tb. 


Die Gesamtheit aller Elemente „(Z) ist also ein zu R(«„) dimensionstreu-isomorpher 
Unterring R, von R(M). Ist 
(14) f2) ed, 


so ist nach Ib 


also 
z=2y+ op), 
wobei 
yn, 
ist. Mithin ist jedes z, das (14) erfüllt, Summe eines Elements aus N, und eines 
Elements aus R,. Diese Summendarstellung ist eindeutig bestimmt; denn aus 


Yyı + Pl) FYy + Y(d;) 
mit Y,, Y <N, folgt 
Y — Yı= Yldı — do); 
also nach Ib 
V=zcli, — 65) 
und daher 


ls 


4) Ein Element A heißt c-fach, wenn es ein Element B gibt, so daß A = cB ist. 
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sowie 
Yı 7%. 
Diese eindeutige Darstellbarkeit jedes Elements z, das (14) erfüllt, als Summe besagt, 
daß die Gesamtheit dieser Elemente die direkte Summe von N, und R, ist. 
3. Sind z, £ einander entsprechende Elemente von R, bzw. R(u), so ist z= p({), 


1 
also nach Ib: f(z)=cd, {= = f(z). 


Satz IHla: /st c#0, so ist 
p, = P'(#) G=81,....8) 
und mithin 
P; = P(u). 
(Die Bezeichnungen sind in den $$1, 2 erklärt.) 

Beweis: Die Gruppe der c-fachen, i-dimensionalen Elemente von R(„) hat den 
Rang p*(«); nach Satz II,1 sind alle diese Elemente Bilder. Folglich ist p} > p(u), 
und da nach Definition von p} immer p/< p‘(„) ist, gilt die Behauptung. 

Satz IIb: Ist c= +1, so ist R(M) die direkte Summe der Gruppe NR, und des mit 
N(u) dimensionstreu-ısomorphen Ringes NR. 

Der Beweis ist in II, 2 enthalten. 

Satz Ile: Ist für jedes v p{(M) = p'(u), — ist alo 2..B.M = u, — und #(, 
so ist für je zwei Zyklen 2,, 23 

(21) 22) z ec flzı - 22). 

Beweis: Da die i-dimensionalen Elemente z, die (14) erfüllen, stets den Rang p'(M) 
und die i-dimensionalen Elemente von R, nach II, 2 stets den Rang p‘(u) haben, haben 
die i-dimensionalen Elemente von N,nach II, 2 stets den Rang p'( M)— p“( u), in unserem 
Fall also den Rang 0, d.h. N, besteht nur aus dem Nullelement. Da nach II, 2 stets 
ez< N; + N, ist, ist also unter unseren Voraussetzungen cz<R, für jedes Element z. Folg- 
lich ist nach II, 3 für zwei beliebige Elemente z,, 2, 

c®f(z,) - f(2) = ef(zı 22), 
woraus die Behauptung folgt. 
Aus diesem Satz und aus II, 1 folgt unmittelbar: 
Satz IId: /st unter den Voraussetzungen von Ilc noch ce =1, so ist die Ringab- 


bildung f ein dimensionstreuer Isomorphismus zwischen R(M) und R(u). Also bewirkt f, 
wenn sie M auf sich mit c = 1 abbildet, einen dimensionstreuen Automorphismus 


von R(M). 


In Satz II, 2 ist enthalten 

Satz III: Eine notwendige Bedingung für die Abbildbarkeit mit von O verschiedenem 
Grade von M auf u ist die Existenz eines zu N(u) dimensionstreu-isomorphen Unterrings 
von R(M). 

Dieser Satz enthält den schwächeren 

Satz IIIa: Notwendige Bedingungen für die eben genannte Abbildbarkeit sind die 
Ungleichungen 

p'(M) Z p‘(u) (=12...2—1). 

Hieraus ergibt sich die folgende Verallgemeinerung des Satzes von der topologischen 

Invarianz der Bettischen Zahlen: 


12* 
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Satz IIIb: Zwei Mannigfaltigkeiten, von denen man jede auf die andere mit einem 
von O verschiedenen Grade abbilden kann, haben für jede Dimension gleiche Bettische Zahlen. 

Ebenso ergibt sich aus II d eine Verallgemeinerung des Satzes von der topologischen 
Invarianz des Ringes einer Mannigfaltigkeit: 

Satz IITe: Haben M und u in jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen, und kann 
man M auf u mit dem Grade A abbilden, so sind die beiden Ringe dimensionstreu-isomorph. 


Nach Satz II a gibt es p‘(„) i-dimensionale Elementarteiler (s. $ 2) von /; sie seien 
in ihrer natürlichen Reihenfolge — d,c;,..., Ci Unter den Voraussetzungen 


von Satz IIc besteht zwischen den i-dimensionalen und den (n — i)-dimensionalen 
Elementarteilern eine gewisse Dualität: 

Satz IV: Haben M und u in jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen p‘, — ist 
also z.B. M= u, — und ist c=#0, so ist 


Tel G=0,1,..„nr=12...p). 
Beweis: Man kann i-dimensionale Basen 2,2, .--, Zi und (1, Cu. Si in M 

und u so wählen, daß 
z)z ct (r=1,2,...,p) 


ist. Ihre dualen Basen seien 2j „22 ,...„2p bzw. {1 ,£2 ,...£ ; dann ist 
nach la 


(15) or) rI a (r=1,2,...,p). 


Es sei 
(16) fa )= Fan“ (r=1,2,...,P); 


wendet man / auf (15) an, so ergibt sich nach IIb und (16) 
en 10 re 
also ist a, =O fürr+#sundc = da, d.h. (16) hat die Gestalt 


(16’) Kar) — {ri (r =1,2,...,pf). 


Da c; Teiler von c;,, ist, ist g— Teiler von 7- Schreibt man die Gleichungen (16’) 
r+1 r 

ın der umgekehrten Reihenfolge auf als bisher, also zuerst die Gleichung mit r = p', 

zuletzt die mit r = 1, so hat man die (n — i)-dimensionale f-Substitution durch Ein- 

ührung neuer Basen auf eine Diagonalform gebracht, in der jedes Element durch das 

vorhergehende teilbar ist; dann sind aber die Elemente der Substitutionsmatrix bis auf 

las Vorzeichen die Elementarteiler der Substitution. Es ist also 


Der folgende Satz ist ein Gegenstück zu dem Satz Ila: 
Satz V: /sttc=(, so ist 
_ pXM) + p"*(M) 


pP + pr"=s pHM) = 5 (=0,1,...,n) 





nd mithin 


P,< - P(M). 
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Beweis: N} sei die (additive) Gruppe derjenigen i-dimensionalen Elemente von 
AM), deren Bilder =0O sind. Ist 9° die Gruppe aller i-dimensionalen Elemente von 
JM), so wird die Gruppe der Restklassen (Faktorgruppe) von N; in B* isomorph auf 
die Gruppe der i-dimensionalen Bilder in R(.) abgebildet. Folglich hat die Restklassen- 
gruppe den Rang p/, und da der Rang einer Untergruppe stets gleich dem Rang der 
ganzen Gruppe, vermindert um den Rang der Restklassengruppe ist, hat N, den Rang 
p‘(M) — pj. Andererseits sind infolge Ib und c = 0 alle Elemente g(£) in N; enthalten, 
der Rang von NW ist also mindestens gleich dem Rang der i-dimensionalen g-Substitution; 
der letztgenannte Rang ist nach la gleich dem Rang der (n — i)-dimensionalen /-Sub- 
stitution, also gleich p#. Folglich ist p{(M) — pP; Z p}", w. z. b. w. 

Für den Fall M = u und seine mehrfach herangezogene Verallgemeinerung seien 
die Sätze IIa und V noch einmal gegenübergestellt: 

Satz Va: Haben M und u in jeder Dimension gleiche Bettische Zahlen, ist also 
z.B. M = u, so ıst entweder 


c=+0, p; = p*(M) G(=01,....#), P,=PI(M) 
oder 
0, + sp OEM =0,1,...,n), Ps, PiM) 


$ 5. Beispiel: die komplexen projektiven Räume. 


In diesem Paragraphen sind obere Indizes immer Exponenten, nicht Dimensions- 
zahlen. 

K,„ sei die Gesamtheit der komplexen Punkte des n-dimensionalen projektiven Raumes, 
d.h. aller Verhältnisse komplexer Zahlen z, :2, :--:z„ unter Ausschluß des Verhält- 
nisses 0:0 :---:0. Man zeigt leicht, daß X, eine 2n-dimensionale geschlossene orien- 
tierbare Mannigfaltigkeit ist; die Orientierbarkeit folgt z.B. daraus, daß Ä„ aus dem 
2n-dimensionalen euklidischen Raum As, durch Hinzufügung eines Ä„-ı entsteht und 
eine Orientierung des Rz. durch Hinzufügung eines (2r — 2)-dimensionalen Gebildes 
nicht zerstört wird. 


Durch das Gleichungssystem 


7 — u ... — 7 u 
“n+1 eo Zn ı Zum zen as 0 


- 


wird in X„ ein X, ausgezeichnet, den wir kurz mit Ä,, bezeichnen. Wir behaupten, daß 
K„ eine vollständige 2m-dimensionale Homologiebasis bildet (d.h. daß Ä„--0 und daß 
jeder 2m-dimensionale Zyklus einem Vielfachen von X, homolog ist), und daß es Homo- 
logiebasen ungerader Dimension nicht gibt (d.h. daß jeder Zyklus ungerader Dimen- 
sion = 0 ist). 

Für n= 0, also für einen Punkt X, ist die Behauptung richtig; wir nehmen sie für Ä„-ı 
als bewiesen an. Ist dann Z ein höchstens (2r — 1)-dimensionaler Zyklusin Ä,, so dürfen wir 
annehmen, daß der Punkt 0: --:0:1 nicht auf Z liegt. Dann ist, wenn 2,:**:m—1!2, 
irgendein Punkt von Z ist, 2,:*:-:2n-ı:12„ für jeden Wert von t ein Punkt in Ä,. 
Wir deformieren Z, indem wir den eben eingeführten Parameter it von 1 bis 0 laufen lassen, 
in einen zu Z homologen, in K„_ı gelegenen Zyklus Z. Hat Z ungerade Dimension, so 
ist nach Annahme Z 0 in K,_ı, also ZZ "0 in K,. Hat Z die Dimension 2m, 


so ist nach Annahme Z »aK,„ in Kn-,, also Zw Zw ak, in K„; wir haben noch zu 
zeigen daß K„--0 in K„ist. Wäre X„=0 in Ä,„, so gäbe es einen von Ä, berandeten 
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(2m + 1)-dimensionalen Komplex Yin X,„, von dem wir wieder annehmen dürften, daß 
der Punkt O:---:0:4 nicht auf ihm liegt. Wir könnten ihn durch das schon oben 


angewandte Verfahren in einen Komplex Y in K„-ı deformieren; dabei würde an dem 


Rand X,„ von Y nichts geändert, X, würde also Yin X„_ı beranden, im Widerspruch zu 
der über X„_ı gemachten Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen; die Bettischen 
Zahlen von K, sind also 1 für die geraden, 0 für die ungeraden Dimensionszahlen. Tor- 
sionskoeffizienten sind nicht vorhanden, Homologien und D.-Homologien sind daher 
miteinander identisch. 


K,„_ı hatten wir durch die Gleichung z, = 0 definiert; ist X„_ı das durch z,_ı = 0 
definierte Gebilde, so ist X„_2 der Schnitt’) von Ä,„-ı und K.-ı: ferner sind Ä„-ı und 
K„-ı einander homolog, da sie sich eineindeutig ineinander deformieren lassen; dabei 
haben wir die Vorzeichen vernachlässigt. Jedenfalls ist 

K.-a m + K3-ı. 
Allgemein ist, da jeder durch eine Gleichung z; = 0 definierte Zyklus bis auf das Vor- 
zeichen zu Ä„_ı homolog und X„ der Schnitt von n — m dieser Zyklen ist, 


K m Ku. 
Die Potenzen von X = K„-ı bilden also eine Basis des Homologieringes von K„; dabei 


sind aber von der (n + 1)-ten Potenz an alle Potenzen gleich O0 zu setzen, da die ent- 
sprechenden Schnitte nicht mehr existieren. Der Ring von K,„ ist isomorph dem Ring der 


sanzzahligen Polynome einer Variabeln X, die die Gleichung X" =0 erfüllt. 
Wir betrachten nun eine Abbildung f von X„ auf eine mit X, homöomorphe Mannig- 
faltigkeit x„, die auch mit K,„ identisch sein darf. Die den X, analogen Basiselemente 


in %„ bezeichnen wir mit x,„, und setzen %n_ı = £, so daß also bei geeigneter Orientierung 
der X„ und x, 


(17) Km X m (m =04,...%) 
wird, wobei Ku, = X", x, = €" Punkte sind. Es sei 

(18) (Km) m Undn; 
dann ist nach Satz la, da Ä„_„ zu + Ka, %nm Zu + %, dual ist, 

(19) Ol.) m Unkım; 


so nach (17) insbesondere 
y(E) mu. 

Hieraus folgt, da 9 ein multiplikativer Homomorphismus ist, 

o(&) wuuX!, 16) 
so nach (17), wenn wir u, = u setzen, 

Yl#n—m) m Ur Kam 
ınd nach la 

(20) HAn) wur, d.h u =u# (m=0,1,..,R0)*) 

)ie Gleichungen (20) sind notwendige Bedingungen für f; die Gleichung mit m = n 
‚esagt, daß der Grad von f eine n-te Potenz sein muß, Es bleibt noch die Frage zu be- 


15) Man hat hier und im folgenden streng genommen noch zu zeigen, daß die sich schneidenden Zyklen als 
olyeder aufgefaßt werden können, die sich zueinander in allgemeiner Lage befinden; dieser Nachweis stößt auf keine 
chwierigkeit. — Hierzu vergl. man: B. L. van der Waerden, Topologische Begründung des Kalküls der abzählenden 
eometrie, Math. Annalen 102 (1929), wo im „Anhang II“ speziell X, betrachtet wird. 

1°) Hier ist immer u® = 1 zu setzen, auch dann, wenn u = (0 ist. 


antwe 
jahen 
die A 


für u 


wobe: 
Denn 
der ı 
dem 


einen 
sie W 
gegeb 


aussf 
über! 
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antworten, ob es zu jedem u eine Abbildung / gibt. Diese Frage ist (für n>1) zu be- 


jahen. Denn ist x, die Gesamtheit der Verhältnisse £, :£&, : ++: £., so liefert für u>0 
die Abbildung 

(21 a) = G=0,1,...,%)) 
für u<s0 die Abbildung 

(21 b) ‚= (90, 5 me ‘3 
wobei 2; die zu z; konjugiert komplexe Zahl ist, je ein Beispiel der gewünschten Art. 
Denn in jedem Fall wird der — mit einer Kugelfläche homöomorphe — Zyklus X,, 
der durch ,=---=z,=0 definiert ist, auf die entsprechende Fläche in x, mit 


dem Grade u abgebildet, und dies bedeutet /(X,) > ux.. 


Wir fassen zusammen: 

Satz VI: Die Kreise der Abbildungen des komplexen projektiven Raumes K, auf 
einen gleichdimensionalen komplexen projektiven Raum lassen sich vollständig aufzählen: 
sie werden durch die Abbildungen repräsentiert, die durch die Gleichungen (21a), (21 b) 
gegeben sind. Als Abbildungsgrade treten nur n-te Potenzen auf. 

Auf Grund der Kenntnis dieser Abbildungskreise können wir einen Fixpunktsatz 
aussprechen, der bekannte Eigenschaften der reellen projektiven Räume ins Komplexe 
überträgt: 

Satz VII: /st n gerade, so hat jede Abbildung von K„ auf sich einen Fixpunkt. 
Ist n ungerade, so ist der einzige Kreis, der fixpunktfreie Abbildungen enthält, der vom Grade 
— 1, in dem also f(K,.) =» (— 1)"K„ (m =0,1,...,n) ist. Eine firpunktfreie Abbildung 
ist z.B. 


” N " —41 
f(zs;) = Zeit] (zei: 1) = — Zi \i = 0, » u. "I-) . 
Beweis: Nach der Lefschetzschen Fixpunktformel!) und nach (20) hat die Summe 


der Indizes der Fixpunkte den Wert Z u”; diese Zahl ist dann und nur dann gleich 0, wenn 
n ungerade und u = — 1 ist. — Daß die in dem Satz angegebene Abbildung fixpunktfrei 
ist, ist daraus ersichtlich, daß für einen Fixpunkt (2%) : f(z4+1) = 24: 22+1, also 


24]? + |224.1? = 0 für i=0, 1,2. 





B. also 2; = 0 für alle / sein müßte, was 
unmöglich ist. 


$ 6. Der Index und weitere algebraische Eigenschaften einer Abbildung. 


In diesem Paragraphen wird die durch f zwischen den Fundamentalgruppen von 
M und u hergestellte Beziehung in unsere Untersuchungen einbezogen; ein Teil der sich 
dabei ergebenden Sätze — nämlich die Sätze VIIIa, Xa, Xb — läßt sich aber ebenso 
wie die oben im $4 bewiesenen Sätze so aussprechen, daß nur von Homologiebegriffen 
die Rede ist. 

Es sei zunächst kurz über einige Tatsachen berichtet, die an anderer Stelle '”) 
ausführlich dargestellt worden sind. 

Zwei durch einen Punkt gehende geschlossene Wege heißen „äquivalent‘‘, wenn 
man sie unter Festhaltung des Punktes ineinander deformieren kann; die zu einem Punkt 
gehörigen Äquivalenzklassen repräsentieren die Fundamentalgruppe der Mannigfaltigkeit. 





1?) In der in Fußn. 2 genannten Arbeit des Verfassers, $$ 1-83. Die im obigen Text formulierten Sätze (A), 
(B), (C) sind die Sätze I, VII, VIIa der zitierten Arbeit. 








86 Hopf, Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 


Denjenigen unter den zu einem Punkt & = f(x) gehörigen Äquivalenzklassen, die Bilder 
ceschlossener Wege durch den Punkt x von M enthalten, entspricht eine Untergruppe \ 
der Fundamentalgruppe ® von u; W ist bis auf innere Automorphismen von ® eindeutig 
bestimmt und von x unabhängig; der Index j von Win ® heißt der „Index von f“. Die 
Überlagerungsmannigfaltigkeit #* von u, die man erhält, wenn man unter den Wegen 
durch E nur diejenigen als geschlossen betrachtet, die zu U gehören, hat 7 Blätter; die 
durch die Überlagerung gegebene Abbildung von u* auf z heiße y!%). Man beweist leicht: 

(A) Es gibt eine Abbildung /* von M auf u*, die den Index j* =1 hat, so daß 
für jeden Punkt y von M f(y) = yf*(y) ıst. 

Wenn j = & ist, so ist u* offen und f* hat den Grad O0; dann hat nach (A) auch / 
den Grad 0, also gilt: 

(B) /st e=#0, so ist j endlich. 

"erner folgt nach der Produktregel für die Grade, nach der diese bei Zusammen- 
setzung von Abbildungen sich multiplizieren: 

(C) Ist e=#=0, so ist j ein Teiler von c, und zwar ist c = c*j, wenn c* der Grad von 
[F ıst. 

Dies sind die Tatsachen, die wir brauchen werden. (B) ist ein Analogon zu Satz ll a; 
denn die in diesem ausgesagte Gleichung p$ = p‘(„) bedeutet, daß die Gruppe derjenigen 


i-dimensionalen Homologieklassen, die Bilder i-dimensionaler Homologieklassen von M 
sind, eine Untergruppe mit endlichem Index in der Gruppe aller i-dimensionalen Homo- 
logieklassen von u bilden. Dieser Index ist das Produkt der i-dimensionalen Elementar- 
teiler von f. 

Der Zusammenhang zwischen dem Index 7 und den früher behandelten Begriffen 
wird durch den folgenden Satz vermittelt: 


Satz VIII: Ist j endlich — also z.B. c#0 —, so ist p, = p!(u) und das Produkt 
der A-dimensionalen Elementarteiler ein Teiler von ]. 


Beweis: Die Zusammensetzung zweier Wege, also die gruppenbildende Operation 
der Fundamentalgruppe, wird im folgenden ebens< wie die Zusammensetzung bei Homo- 
logien als Addition bezeichnet. Wir fassen die Äquivalenzklassen der geschlossenen 
Wege durch den Punkt &E = f(x) dadurch in „A-Klassen‘‘ zusammen, daß wir bestimmen: 
zwei Äquivalenzklassen X,, W, gehören dann und nur dann zu derselben A-Klasse, wenn 
die Äquivalenzklasse A, — W, das Bild eines geschlossenen Weges durch x enthält. 
Nach Definition von j ist / die Anzahl der A-Klassen. Faßt man die Äquivalenzklassen 
nicht als Gruppenelemente, sondern als Mengen der in ihnen enthaltenen Wege auf, 
so liegt eine Einteilung aller geschlossenen Wege durch £& in j A-Klassen durch die Be- 
stimmung vor, daß zwei Wege C,, C, dann und nur dann zu derselben A-Klasse gehören, 
wenn €, — €, dem Bilde eines geschlossenen Weges durch x äquivalent ist. Bezeichnet 
man die Gruppe der geschlossenen Wege, die den eben genannten Bildern äquivalent 
sind, mit U, die Gruppe aller geschlossenen Wege durch & mit €, so ist dies die Rest- 
klassenzerlegung von E modulo X. 

Stellt man die eben für Äquivalenzklassen durchgeführte Überlegung für D.-Homo- 
logieklassen an, so kommt man zu einer Einteilung aller geschlossenen Wege durch £ 
in „B-Klassen‘‘ durch die Bestimmung, daß zwei Wege C,,C, dann und nur dann zu 
derselben B-Klasse gehören, wenn C, — C, dem Bilde eines geschlossenen Weges durch 7 
d.-homolog ist; diese Einteilung ist die Restklassenzerlegung von & modulo der Gruppe ® 
derjenigen geschlossenen Wege durch £, die Bildern geschlossener Wege durch x d.-homolog 


'*) A. a. 0. heißt diese Abbildung 9; dieser Buchstabe bezeichnet aber in unserem $ 3 eine andere Abbildung. 


” 
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sind. Da jede 1-dimensionale D.-Homologieklasse von u geschlossene Wege durch & 
enthält, ist — ebenso wie oben die Anzahl der A-Klassen j war — die Anzahl der B- 
Klassen gleich dem Index der Untergruppe derjenigen D.-Homologieklassen, die Bilder 
sind, in der Gruppe aller D.-Homologieklassen, also entweder unendlich oder gleich dem 
Produkt der Elementarteiler. 

X ist Untergruppe von 9; daher kommt der Beweis von Satz VIII nunmehr auf 
den Beweis des folgenden gruppentheoretischen Tatbestandes hinaus: ,® sei Unter- 
gruppe von &, A Untergruppe von 3; die Indizes von A und ® in € seien a bzw. b, 
a sei endlich; dann ist auch 5 endlich und Teiler von a“. 

Gehören C,,C, zu einer Restklasse modulo X, so ist C, — C,<U<B, also ge- 
hören sie auch zu einer Restklasse modulo 3; somit lassen sich die Restklassen 
Y, U. ., Ya, In die & mod. zerfällt, durch Zusammenfassung zu den Restklassen 
Bj, Ba, - - -, ® vereinigen, in die & mod. ® zerfällt; folglich ist b endlich, (also p! = p!(4)). 
$; bestehe aus r; der Restklassen W,. Es ist zu zeigen, daßr, =r,=--: =r,ist; denn 
daraus ergibt sich a = r,b. 

3, bestehe aus den Klassen W,, WA, -- -, U; C1 Ca - - -, C,, seien Elemente aus 
diesen Klassen; C’ sei ein Element aus ®,, und es sei C’=C,+C. Dann gehören die 
Elemente C® =<C,+C(k=1,2,..., r,) zu verschiedenen Klassen X,, da C? — 
-(,+C-C-C,=(C, — Cu, Wist; sie gehören aber alle zu derselben Klasse B,, 
da die eben aufgeschriebene Differenz < ® ist; folglich ist ,> r,, und da sich ebenso 
r, Zr, ergibt, r, =r, und allgemein r, = r;, womit alles bewiesen ist. 

Aus (C) und Satz VIII folgt: 

Satz VIIIa: Das Produkt der 1-dimensionalen Elementarteiler ist ein Teiler des 
Grades. 

Aus den Sätzen IV, Va und VIII folgt: 

Satz VIIIb: Haben M und u gleiche Bettische Zahlen, — ist also2..B.M= u-—, 
und ist ; =1, so gibt es in M bzw. u 1- und (n — 1)-dimensionale Basen z1, 2"! bzw. 


HE" (r=1,2,...,p!), für die die durch f bewirkten Substitutionen die Gestalt haben: 
(22 a) f(z}) = 8! 
(22b) far) ach. 


Satz IX: Es gebe in Mn (n — 1)-dimensionale Zyklen, deren (O-dimensionaler) 
Schnitt == 0 sei; dann ist bei jeder Abbildung von M auf eine Mannigfaltigkeit u mit den- 
selben Bettischen Zahlen — also 2.B. auf M selbst —, bei der c#V0 ist, |e| = ]. 


Beweis: Die in (A) genannte Mannigfaltigkeit „* hat dieselben Bettischen Zahlen 
wie M und u; denn einerseits ist, da f* (s. (C)) einen von O verschiedenen Grad hat, 
nach IIla p*(M) > p‘(u*); andererseits ist, da auch y einen von O verschiedenen Grad 
hat, nach IIIa p(u*) > p'(u) = p'(M). 

Folglich ist, da der Index von /* j* =1 ist, nach VIIIb, Gl. (22b), das f*-Bild 
jedes (n — 1)-dimensionalen Zyklus ein c*-facher Zyklus in u*, wobei c* der Grad von 
/* ist. Mithin gehört, in der Terminologie von Satz II, 2, jeder (n — 1)-dimensionale 
Zyklus von M zu N» + NR; da aber der i-dimensionale Rang von N, infolge des Iso- 
morphismus von NR,» und R(u*) stets gleich p!(M) — p‘(u*) ist, ist er in unserem Fall 0, 
N,» besteht also nur aus dem Nullelement, und jeder (n — 1)-dimensionale Zyklus gehört 
daher zu N». Da NR, ein Ring ist, gehört auch jeder Schnitt (n — 1)-dimensionaler 


Zyklen zu R» und hat daher nach Satz II, 2 einen c*-fachen Zyklus in .* als Bild. 
Journal für Mathematik. Bd. 163. Heft 2. 13 
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Nach Voraussetzung gibt es in Mn(n — 1)-dimensionale Zyklen mit 
u Er u 7 7 2 a=#+(, 
wobei z° einen einfach gezählten Punkt bezeichnet. Nach dem eben Bewiesenen ist 
/*(azP) = af*(z°) ein c*-facher Zyklus, also ist, da f*(z°) ein einfacher Punkt ist, a durch 
c* teilbar. 

Dieselbe Betrachtung gilt für die k-te Iteration von /*; da diese den Grad (c*)* hat, 
ist a durch (c*)* teilbar. Dies ist, da k beliebig groß sein kann und a + 0 ist, nur möglich, 
wenn |c*| =1 ist. 

Dann ist nach (C) |c| = 7. 


Unter der ‚Charakteristik‘ einer Mannigfaltigkeit versteht man die alternierende 
Summe der Bettischen Zahlen: 


(Mm) = (1 pM). 


Die „Euler-Poincaresche Formel‘ !%?) besagt, daß, wenn bei einer Zelleneinteilung von 


Ma‘ i-dimensionale Zellen auftreten, 
n 


iM) = &,(- 1a’ 
ist. 

Satz X: /sty(M)=#0, hat u dieselben Bettischen Zahlen wie M und ist c#V(, 
soidj—=i. 

Beweis: Wie im Beweis von Satz IX folgt, daß u* dieselben Bettischen Zahlen 
hat wie M und u; folglich ist x(u*) = x(u). Andererseits bewirkt eine Zelleneinteilung 
von 4, bei der a’ die Anzahl der i-dimensionalen Zellen ist, eine Zelleneinteilung der 
j-blättrigen Überlagerungsmannigfaltigkeit u* von u mit j -a‘ Zellen für jedes i; daher 
ist mit Rücksicht auf die Euler-Poincaresche Formel y(u*) = j-x(u). Folglich ist, 
da x(a) =x(M)#0 ist, j=1. 

Aus den Sätzen X und VIIIb folgt: 

Satz Xa: Unter den Voraussetzungen von Satz X gibt es A- und (n — 1)-dimen- 
sionale Basen 2,,2, bzw. &, {5 “in M bzw. u, für die die durch f bewirkten Substitu- 
tionen die Gestalt (22 a), (22b) haben. 

Aus den Sätzen IX und X folgt: 

Satz Xb: Die Charakteristik von M sei von O verschieden und es gebe inM n(n—1)- 
dimensionale Zyklen, deren Schnitt nicht homolog 0 ist; u habe dieselben Bettischen Zahlen 
wie M, es sei also z.B. M = u; dann kommen als Grade für Abbildungen von M auf u 
nur die Zahlen O und + 1 in Frage. 

Da die geschlossene orientierbare Fläche vom Geschlecht p eine von O0 verschiedene 
Charakteristik hat, wenn p # 1 ist, und da es auf ihr zwei geschlossene Wege mit einem 
einfachen Schnittpunkt gibt, wenn p + O ist, besagt dieser letzte Satz, daß die geschlossene 
orientierbare Fläche vom Geschlecht p >41 nur Abbildungen mit den Graden 0, +1, 
— 1 auf sich zuläßt. Diese Tatsache ist in dem allgemeineren Satz enthalten, daß, wenn 
p>0 ist, der Grad einer Abbildung der geschlossenen orientierbaren Fläche vom Ge- 
schlecht p auf die vom Geschlecht g stets die Ungleichung | c|-(g— 1) <p— 1 erfüllt; 
diesen Satz, der von H. Kneser auf geometrisch-topologischem Wege bewiesen wurde ?"), 
mit den in dieser Arbeit verwendeten ‚‚algebraischen‘‘ Methoden zu beweisen, habe ich 
vergeblich versucht. 


10) S. z. B. Gl. (10.6) der in Fußnote 4 genannten Arbeit von Alexander. 


») H. Kneser, Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flächenabbildungen, $ 7, 
Math. Annalen 108 (1930). 





Eingegangen 17. Oktober 1929. 
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Die 2. Greenschen Funktionen als Kerne 
von homogenen Integralgleichungen zweiter Art. 


Von Heinrich Jung in Göttingen. 





Vorbemerkungen. 


Als Grundgebiete sollen den folgenden Untersuchungen zunächst nur endliche, d.h. 
ganz im Endlichen gelegene, ebene bzw. räumliche Gebiete zugrunde gelegt werden, und zwar 
solche, bei denen man zwei beliebige innere Punkte durch eine Linie verbinden kann, die 
nirgends die Berandung schneidet. Es sind dies Gebiete, die von einer einzigen geschlossenen 
Kurve bzw. Fläche begrenzt werden (Innengebiete), und solche, deren innere Berandung aus 
beliebig vielen vollkommen getrennten Stücken dieser Art besteht, die alle innerhalb eines 
äußeren derartigen Berandungsstückes liegen (Ringgebiete). Diese Bereiche bestehen, 
ungenau ausgedrückt, aus einem Stück und sollen daher als einfache bezeichnet werden. 
Die Berandungen selbst sollen in jedem Punkt eine bestimmte Tangente bzw. Tangential- 
ebene besitzen, ferner überall stetige Biegung und endliche Krümmung aufweisen !). Solche 
Ränder seien als glatt bezeichnet. Durch diese Einschränkungen sind Komplikationen 
in den folgenden Untersuchungen vermieden, allerdings werden hierdurch auch verhält- 
nismäßig einfache Gebiete, wie z. B. Rechtecke, zunächst von der Betrachtung ausge- 
schlossen. — Die vorliegenden Untersuchungen lassen sich leicht auf Gebiete ausdehnen, 
die aus mehreren Stücken bestehen, doch bietet dieser Fall wenig Interesse. 

Die Berandung des Grundgebiets sei mit s bezeichnet, ihre innere Normale mit 
n, das Grundgebiet selbst mit r. Die Bedeutung der Differentiale ds, dn,, dr ist dann 
ohne weiteres verständlich. — Tragen Integrale keine nähere Bezeichnung, so sind sie 
über das ganze Grundgebiet bzw. über den ganzen Rand zu erstrecken. 


T® sei die Grundlösung der Laplaceschen Gleichung, also In in der Ebene und 


E\ 

1 

PX im Raum, wenn mit ES’ die Entfernung der Punkte (i) und (j) bezeichnet wird. 
) 


Das vielfach verwendete Symbol k bedeutet in der Ebene die Zahl 1, im Raum 
die Zahl 2. 
Alles Weitere wird an der betreffenden Stelle im Text erläutert. 


$ 1. Die 2. Greenschen Funktionen. 


Die Lösung der 1. Randwertaufgabe der Potentialtheorie (mit gegebenen Rand- 
werten) läßt sich bekanntlich mit Hilfe der sogenannten Greenschen Funktion (hier als 
il. Greensche Funktion bezeichnet) durch eine einzige Integration bestimmen. Für die 
2. Randwertaufgabe, bei welcher die normale Ableitung der gesuchten Potentialfunktion 





!) Vgl. E. R. Neumann, Studien über die Methoden von C. Neumann und G. Robin zur Lösung der beiden 
Randwertaufgaben der Potentialtheorie, S. 2, 


13* 
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gegeben ist, lassen sich ähnliche Hilfsfunktionen, die 2. Greenschen Funktionen, ein- 
führen. Mit speziellen 2. Greenschen Funktionen haben sich schon F. Neumann und 
E. R. Neumann beschäftigt. Hier soll das Problem in voller Allgemeinheit untersucht 
werden. 

Es sei ö, eine stetige Funktion der Randpunkte des Grundgebiets, die der einzigen 
Beschränkung 


fd, ds = 1 
unterliegt. Faßt man ö, als Dichte einer Randbelegung auf, so besitzt diese Belegung 
demnach die Gesamtmasse 1 ?). — P; sei das Potential, das jene Belegung im inneren 


Punkt (i) des Grundgebiets erzeugt, also 

P; = [ ö, T® ds. 
Im übrigen ist ö, vollkommen willkürlich. Besteht der Rand aus mehreren Stücken, 
so ist es auch gleichgültig, wie sich ö, auf diese verteilt. 


Nun sei eine Funktion 4% in bekannter Weise so definiert, daß sie im ganzen Grund- 
gebiet eine eindeutige und samt ihren ersten Ableitungen stetige Lösung der Laplace- 
schen Differentialgleichung ist, also 


au” =. 
Ferner erfülle sie die Randbedingung 
oH” oT“ ; 
a eh 


und zwar sei speziell die kanonische Lösung dieser Aufgabe gemeint, d. h. diejenige Lösung, 
die die Nebenbedingung 


[ HP ö,ds = 0 
befriedigt *). Bei variablem Punkt (:) stellt H“ eine Funktion des Pols (i) und des 
Aufpunkts (7) dar. 
Die Funktion 
5 ai 7 RS H‘ er P; 
ist die gesuchte 2. Greensche Funktion des betrachteten Grundgebiets in Bezug auf die 


gewählte Randbelegung ö,. Auch hier ergeben sich je nach der Wahl von Öö, verschiedene 
2. Greensche Funktionen 5). 


Diese 2. Greenschen Funktionen 9% sind Lösungen der Laplacesschen Differential- 
gleichung, die am Rand die Beziehungen 


() 
Br — 2hnö, und [HP ö,ds = 0 


2) ös kann stellenweise negativ sein. Es treten also auch negative Massen auf. 


(ü) 
®) Die für ein endliches Gebiet notwendige Nebenbedingung f — ds = 0 ist hierbei erfüllt. — Je nach 
8 


der Wahl von ö, erhält man verschiedene Funktionen BY. 


*) Hierdurch wird die in H m zunächst noch unbestimmte additive Konstante festgelegt. 


5) F. Neumann hat bei einfachen Grundgebieten ö, konstant angenommen, während E. R. Neumann (Bei- 
träge zu einzelnen Fragen der höheren Potentialtheorie, Jablonowski-Preisschrift, Leipzig 1912) dafür die Dichte 
o, der natürlichen Belegung, d.i. die Ladungsdichte im elektrostatischen Gleichgewicht, die im ganzen Grundgebiet 
ein konstantes Potential erzeugt, gesetzt hat. 
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erfüllen. Sie sind samt ihren ersten Ableitungen, im ganzen Grundgebiet eindeutig und 
stetig, ausgenommen im Pol (i), wo sie sich wie die Grundlösung 7“ der Laplaceschen 
Differentialgleichung verhalten. 

Die Kenntnis der Randwerte irgendeiner 2. Greenschen Funktion genügt, um die 
). Randwertaufgabe für beliebige stetige Randwerte g,, sofern diese nur die Neben- 
bedingung 


[g.ds = 0°). 
erfüllen, mit einer einzigen Integration zu lösen. Die Lösung stellt sich dar in der Gestalt 
ug 
(P) Gi = Ihr SD 8, ds, 


und zwar ergibt sich speziell die kanonische Lösung in Bezug auf ö,, d.h. diejenige, die 
der Nebenbedingung 


[G,ö, ds = 0 
genügt. 
Die Formel (P) wird in bekannter Weise hergeleitet durch Anwendung des Green- 
schen Satzes, 


- oYy op 
[var — y4y)dı = - ((p, An, Y u), 


auf das Grundgebiet, indem man für @ die gesuchte Potentialfunktion G; setzt, für y 
einmal unter Ausschluß des Pols (i) durch einen kleinen Kreis bzw. eine entsprechende 


Kugel die Grundfunktion 7%, das zweite Mal die Funktion H“, und schließlich die 
zweite so erhaltene Gleichung von der ersten subtrahiert. 


Berechnet man G; unter Zugrundelegung derselben Randwerte für die normale 
Ableitung mit Hilfe verschiedener 2. Greenscher Funktionen, indem man verschiedene 
Randbelegungen ö, verwendet, so sind, da ö, in die Nebenbedingung [G,ö,ds = 0 
eingeht, die so gewonnenen Lösungen ein- und derselben Randwertaufgabe im allgemeinen 
nicht einander gleich. Auf Grund eines bekannten potentialtheoretischen Satzes unter- 
scheiden sie sich um eine additive Konstante. 


Da H% selbst auch eine kanonische Lösung der 2. Randwertaufgabe in Bezug auf 
ö, ist, und zwar mit den Randwerten 


oT” 
g= =” Zhnd, 
der normalen Ableitung, kann man auch diese Funktion durch die Formel (P) ausdrücken. 
Durch Vertauschung von (i) und (j) ergibt sich eine entsprechende Darstellung von 


H’. Weiter erhält man: 
H® er H% ee 


u 1 n 97» PN oT 1 f PN oH® o ou" Bi 
u KU DE LIE er Dr zer 


Nach dem Greenschen Satz verschwinden rechts beide Integrale (bei dem ersten ist der 
Pol (i) wieder in bekannter Weise auszuschließen), sodaß übrig bleibt: 


H® —- H®”=P,—P.. 


Da P; und P, im allgemeinen verschieden sind, ist hieraus zu ersehen, daß die Funktion 


— 


°) Diese muß nach bekannten Prinzipien bei endlichen (rebieten stets erfüllt sein. 
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H‘ im allgemeinen nicht symmetrisch ist in den Punkten (i) und (7), hingegen erweist 
sich 4° -+ P; und somit auch die 2. Greensche Funktion Hr == 7“ — H® —P:; als 
symmetrisch in Pol und Aufpunkt. 

Hierdurch rechtfertigt sich nachträglich die Hinzufügung des zunächst willkürlich 
erscheinenden Potentials P; in der Definition der 2. Greenschen Funktion 9%. 

Wählt man speziell ö, als die natürliche Belegung o, des Grundgebiets, so hat P, 
bei jeder Lage von (i) denselben Wert. Dann ist auch H“ symmetrisch. — In dieser 
Tatsache liegt die innere Begründung für gewisse besonders einfache Eigenschaften, die 
die von E. R. Neumann ?) mit Hilfe der natürlichen Belegung o, definierte 2. Greensche 
Funktion vor allen anderen mit beliebigem ö, zu erlangenden 2. Greenschen Funktionen 
auszeichnet. 


$ 2. Die 2. Greenschen Funktionen als Kerne von Integralgleichungen 
bei endlichen Grundgebieten. 


Faßt man eine 2. Greensche Funktion 9% eines endlichen Grundgebietes auf als 
Funktion der beiden variablen Punkte (i) und (/), so kann man sie verwenden als Kern 
der symmetrischen Integralgleichung 


Be f 9,9, dr, = 0°). 
Dann ist zu untersuchen, welche Differentialgleichung und welche Randbedingung die 
Eigenfunktionen @ erfüllen. 
Es ist bekannt, daß die Eigenfunktionen derjenigen Integralgleichung, die die 
1. Greensche Funktion als Kern besitzt, die Differentialgleichung Ay + 2hnzy = 0 


und die 1. Randbedingung %, = 0 erfüllen. Man könnte nun vermuten, daß bei unserer 
Integralgleichung dementsprechend die Eigenfunktionen 9 derselben Differentialgleichung 


und der 2. Randbedingung unterworfen sind, nämlich 4 — (0. Dies ist jedoch nicht der 


Fall. A. Kneser ?) hat nämlich diejenige Integralgleichung bestimmt, deren Eigen- 
funktionen die besagte Differentialgleichung mit der 2. Randbedingung erfüllen. Als 


Kern erhielt er eine Funktion X”, die statt der Laplaceschen Gleichung die Differential- 
gleichung 


AK” =a 
erfüllt, worin a eine zunächst noch unbestimmte Konstante darstellt, die aber sicher 


von 0 verschieden ist. Ferner genügt K% der 2. Randbedingung und verhält sich im Pol 
(i{) wie die Greenschen Funktionen. Da der Kern einer Integralgleichung durch die 
Gesamtheit der Eigenfunktionen eindeutig bestimmt ist, ist hiermit gezeigt, daß der oben 
erwähnte Zusammenhang nicht besteht, denn der Knesersche Kern ist von allen 2. Green- 
schen Funktionen verschieden. 


Überblickt man die Sachlage bei der 1. Greenschen Funktion und den von Kneser 
behandelten Fall, so sieht man, daß sich die Eigenfunktionen am Rand ebenso verhalten 
wie der Kern der zugehörigen Integralgleichung. Das legt nun die Vermutung nahe, dab 
in unserem Fall, da eine 2. Greensche Funktion den Kern bildet, die Eigenfunktionen am 


”) Vgl. E. R. Neumann, Beiträge. 

°) Der Index j deutet an, daß sich die Integration auf den variablen Punkt (5) bezieht. 

®) A. Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendung in der mathematischen Physik, 2. Aufl., Braun- 
schweig 1922, S. 154. 
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Rand dieselben Bedingungen erfüllen wie diese, also = —= 2hnö, und [y,ö,ds =. 


N; 

In der Tat werden die folgenden Untersuchungen zum Teil auf diese Randbedingungen 
führen, jedoch ergeben sich daneben auch Eigenfunktionen mit anderen Randeigenschaften. 

Zunächst ist es praktisch, in der Integralgleichung 
a 

2hn 

zu setzen und der Kürze halber fortan k als Eigenwert zu bezeichnen. Die Integralglei- 
chung lautet dann: 


X 


(J) H-3: 5 9,61, —=0. 
Mit Hilfe der bekannten Poissonschen Formel 
A[ TI p,dı, = — 2hn 9") 


und der Definition der Funktionen H“ und $ erhält man unmittelbar für die Eigen- 


funktionen die Differentialgleichung 
(D) Ay+kp=0. 
Am Rand ist 
Fein... (@ FE: @ 
Ze 7 TE EV 7 u 1a ED 77 


(i) 


; , 80 ergeben sich hieraus direkt die 


Berücksichtigt man die Randeigenschaften von 9 
beiden Beziehungen 


(R,) 7 =a0, 
(R,) [y,d,ds =0, 
worin 
a=k?:[pdı 


eine Konstante ist, die sich mit Hilfe der Differentialgleichung (D) und des Gaußschen 


Satzes ( [ Ayöir= — [ : ds) auch als Randintegral darstellen läßt: 


on, 


Bei der Ableitung von (R,) wird unter dem Integral differenziert, bei (R,) müssen 
die Integrationen über z und s vertauscht werden. Da 9.’ in gewissen Randelementen 


dt; unstetig wird, muß die Zulässigkeit dieser Operationen noch bewiesen werden. Dies 
bietet jedoch keinerlei Schwierigkeit, wenn man den Rand zunächst durch eine in seiner 
unmittelbaren Nähe laufende Kurve bzw. Fläche ausschließt und hernach diese mehr 
und mehr dem Rand nähert. 

Sind umgekehrt die Differentialgleichung (D) und die Randbedingungen (R,) und 
(R,) gegeben, so läßt sich hieraus die Integralgleichung (J) ableiten. Dies gelingt leicht, 





dr + [p4pi 





2 
'%) % ist nämlich positiv. Dies ergibt sich aus der bekannten Formel f () PER 


ir, f p, ni ds und den weiter unten abgeleiteten Beziehungen (D), (R,), (Rz). 
8 
"‘) Die Differentiation bezieht sich auf den Punkt (t). 
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indem man im Greenschen Satz für eine Lösung von (D), (R,) und (R,) setzt, für „ 
einmal unter Ausschluß des Pols (i) die Grundlösung 7%, das andere Mal die Funktion 
H‘, und schließlich die so erhaltenen Gleichungen subtrahiert. 

Die Eigenfunktionen 9 lassen sich in zwei Gruppen teilen, je nachdem die Kon- 
stante a gleich oder verschieden von O ist. 

a) Ist a = 0'?), so ergeben sich die Randbedingungen 


op .- 
On, —( und [ Ys 6, ds =(. 


Die zu dieser Gruppe gehörigen Eigenfunktionen erfüllen die 2. Randbedin- 
gung. Jedoch sind es wegen der Zusatzbedingung [ 9; ö,ds = (0 nicht alle Lösun- 
gen der Differentialgleichung (D), die dieser Randbedingung genügen. — Die Eigen- 
funktionen dieser Gruppe sind auch Eigenfunktionen der Kneserschen Integral- 
gleichung. Man hat also hier den bemerkenswerten Fall, daß zwei verschiedene 
Integralgleichungen in einem Teil ihrer Eigenfunktionen übereinstimmen. 

In den Eigenfunktionen ist noch ein Normierungsfaktor unbestimmt. Er 
soll in der üblichen Weise festgesetzt werden, d.h. so, daß [o®dr =1 ist. 


b) Ist «=+0, so werde der Normierungsfaktor so gewählt, daß 
a = 2hn °) 
ist. Es ergeben sich dann die Randbedingungen 





. — 2hnö, und [o,ö,ds =0. 


Die Eigenfunktionen dieser Gruppe haben die bemerkenswerte Eigenschaft, 
daß ihre normale Ableitung am Rand proportional der Belegung ö, ist. Sie besitzen 
bei der gewählten Normierung dieselben Randeigenschaften wie die zugehörige 
2. Greensche Funktion, d.h. wie der Kern der Integralgleichung. 


Zusammenfassung: Legt man der Betrachtung ein einfaches endliches Gebiet 
zugrunde, so sind die Eigenfunktionen der Integralgleichung (J), deren Kern gebildet 
wird von der zu einer Randfunktion ö, gehörigen 2. Greenschen Funktion des Grund- 
gebieis, zugleich Lösungen der Differentialgleichung (D), welche sich nach den 
Randbedingungen in die oben erwähnten beiden Gruppen teilen: 


a) mit den Randbedingungen . =(0 und [o,ö,ds =, 


b) mit den Randbedingungen “ = 2hnö, und [o,ö,ds =0. 
Umgekehrt sind auch alle Lösungen der Differentialgleichung (D), die diese Rand- 


bedingungen erfüllen, zugleich Eigenfunktionen der Integralgleichung (J). 








$ 3. Unendliche Grundgebiete. 


Unter einem unendlichen Grundgebiet sei ein solches Gebiet verstanden, das im 
Gegensatz zu einem endlichen Grundgebiet den unendlichfernen Punkt der Ebene bzw. 
des Raumes als inneren Punkt enthält. Die ganz im Endlichen gelegene Berandung sei 
ebenso beschaffen wie bei endlichen Gebieten. Ferner sollen wieder nur einfache Grund- 
gebiete betrachtet werden. 


'*) Daß dieser Fall eintreten kann, wird später durch Beispiele gezeigt. 
'*) Es sei ausdrücklich hervorgehoben, daß diese Art der Normierung mit der bei Integralgleichungen 
üblichen im allgemeinen nicht übereinstimmt. 


die : 


ergil 


nähe 
Ebeı 


nur 


do 
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Sind der Pol (a) und der Aufpunkt (x) Punkte eines solchen Gebiets und n, die 
ins Innere des Grundgebiets weisende Randnormale, so ist nach E. R. Neumann die 
9, Greensche Funktion definiert durch 

Se PIE > we 


wobei HY eine harmonische Funktion 14) des Grundgebiets ist, die am Rand der Bedingung 


genügt. H% ist symmetrisch in (a) und (x), ebenso 9%". 
Es soll nun gezeigt werden, daß die Integralgleichung 
va SS 9, = 0 
außer der trivialen identisch verschwindenden Lösung keine Eigenfunktion @ besitzt. 
Der Beweis wird so geführt, daß man zunächst die Existenz von Eigenfunktionen postu- 


liert und dann zeigt, daß diese identisch 0 sein müssen. 
Mit Hilfe der Formel 





no; 
(a) (a) 
ee a 58 “ 
die sich wegen der Symmetrie von a direkt aus a0 bekannten Beziehung 
E- 
(a) (&) 15 
ee 4 J tr 


ergibt, erhält man durch einfache Überlegungen, Par sich 


Br 5” dem Wert 1 


nähert, wenn (&) ins Unendliche rückt und (o) einen beliebigen, aber festen Punkt der 


Ebene bzw. des Raumes !*) darstellt. 
Hieraus ist leicht zu ersehen, daß das in der Integralgleichung auftretende Integral 


[SE Pd, 
nur dann existiert, wenn im Unendlichen 
E*Pfpdw endlich 


ist, wobei E die Entfernung des ins Unendliche wandernden Aufpunkts (x) von dem festen 
Punkt (0) darstellt, 8 eine unbestimmte, wirklich positive, aber beliebig kleine Zahl be- 
zeichnet und dw den zum Zentrum (o) gehörigen ebenen oder räumlichen Gesichtswinkel 
des Elementes eines das Unendliche ausschließenden Kreises bzw. einer entsprechenden 
Kugel mit dem Mittelpunkt (0) bedeutet, auf welcher die Werte von @ ausgebreitet zu 
denken sind !?), 

Da ur abgesehen von der Unstetigkeit im Pol (a) eine harmonische Funktion des 


Grundgebiets ist, verschwindet die Ableitung von er nach einer beliebigen Richtung r 
ım Unendlichen derart, daß 





(a) 
£- endlich 





1) Vgl. E. R. Neumann, Beiträge. 
5) Beiträge, S. 64. 
16) (0) braucht nicht im Grundgebiet zu liegen. 
'*) Das Integral ist über der ganzen Kreis bzw. die ganze Kugel zu erstrecken. 
Journal für Mathematik. Rd. 163. Heft 2. 14 
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bleibt. Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Integralgleichung, daß auch 


Br endlich 


ist im Unendlichen, wenn y eine wirklich positive Zahl darstellt, die andererseits sicher 
kleiner als ß ist (> y> 0). Zum Beweis schließt man das Unendliche aus durch eine 
Hilfsberandung &, nimmt an dieser die normale innere Ableitung (wobei die Differentia- 
tion unter dem Integral erlaubt ist) und läßt diese Berandung sich nachträglich unbe- 
grenzt ausdehnen. — 

Wie bei endlichen Gebieten erfüllen die Eigenfunktionen, falls sie existieren, die 
Differentialgleichung 


Ay+t2hnzo =0. 


Bei der Herleitung dieses Resultats muß allerdings erst untersucht werden, ob die Poisson- 
sche Formel 


A[T® g dr, = — 2hny, 


auch auf unendliche Gebiete anwendbar ist. Geht man von den Differenzenquotienten aus, 
die der Differentialoperation A entsprechen, so läßt sich mit elementaren Mitteln zeigen, 
daß der Beitrag, den das Unendliche zur linken Seite der Formel liefert, schon bei den 
Differenzenquotienten verschwindet, also um so mehr bei A, und zwar in der Ebene wie 


im Raum, wenn sich [pdo im Unendlichen verhält wie E'”, wobei ö wieder eine belie- 


bige, aber wirklich positive Zahl darstellt. Letztere Bedingung ist aber nach den obigen 
Ausführungen erfüllt, und damit ist die Gültigkeit der Poissonschen Formel bewiesen. 

Mittels der Hilfsberandung 2 läßt sich, wenn man das Verhalten der Eigenfunktio- 
nen im Unendlichen beachtet, ebenso wie bei endlichen Gebieten zeigen, daß der Eigen- 
wert x positiv ıst 18). Wieder sei 

k? 

Ihr 
gesetzt und fortan die Größe k als Eigenwert bezeichnet. k ist auf jeden Fall reell. 

A. Sommerfeld !%) hat nun gezeigt, daß für beliebige reelle Werte von k eine Funk- 
tion existiert von folgenden Eigenschaften: 

1. Diese Funktion U genügt außer im Pol (a) im ganzen unendlichen Grundgebiet 
der Differentialgleichung 


x 


AU+MPU=0, 
l.h. derselben, der auch die Eigenfunktionen genügen. 


2. In der nächsten Umgebung von (a) verhält sich U wie — Er 2. 


3. Auf dem Rande s erfüllt U die 2. Randbedingung 


DU_ om 
on, 
8) Vgl. Fußnote 10, S. 93. 
18) A. Sommerfeld, Die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung, Jahresbericht der deutschen Mathe- 
ıatiker-Vereinigung 1912, S. 303 ff. — Sommerfelds Greensche Funktionen sind nicht mit unseren Greenschen Funk- 
ionen zu verwechseln und seien daher als Sommerfeldsche Funktionen bezeichnet. 


?°) In Sommerfelds Beispiel steht statt dessen die 1. Randbedingung U, = 0. Doch gilt für L = () wört- 
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4. Im Unendlichen verschwindet U derart, daß 


h 
E®:W endlich 
bleibt. 
5. Ist nz die innere Normale der oben erwähnten Hilfsberandung Z, so gilt bei 
unbegrenzter Ausdehnung von 2 die Beziehung 


N 7. TR 
lim E? in; klz)=0. 


Hieraus ergibt sich, daß im Unendlichen auch 


h 
E: au endlich 
ONng 


ist. 

Die Existenz dieser Funktionen U ist nach Sommerfeld physikalisch evident, da sie 
bestimmten, in der Natur vorkommenden Schwingungszuständen entsprechen. Der 
strenge mathematische Existenzbeweis ist erst in wenigen Spezialfällen erbracht. Bei 
einfachen Berandungen läßt sich die Funktion U berechnen, so z. B. beim Außengebiet 
des Kreises. 

Wendet man den Greenschen Satz an auf die Eigenfunktionen & und diejenige 
Sommerfeldsche Funktion U, die zu dem betreffenden Eigenwert k gehört, d.h. die dieselbe 
Differentialgleichung erfüllt wie @, indem man unter Ausschluß des Pols (a) das Gebiet 
zwischen s und 2% zugrundelegt, so ergibt sich bei unbegrenzter Ausdehnung von Z£: 


ou ö 
9 = —-[(PAU- Udy)dı — (vn - 1.57) ds — 


| au i 
im im [ (95, — U, )az. 


Hierin verschwindet das erste Integral rechts wegen der Differentialgleichung, der 9 
und U genügen, das zweite wegen der Randbedingungen längs s, schließlich der Limes 
wegen des Verhaltens beider Funktionen und ihrer Ableitungen im Unendlichen, wenn 
man für & speziell den oben erwähnten Kreis um (o) bzw. die entsprechende Kugel wählt. 
Da diese Betrachtungen für jede Lage des Pols (a) gelten, muß somit & identisch ver- 


schwinden. 
Damit ist das im Anfang dieses Paragraphen gesteckte Ziel erreicht. Außer der 


trivialen Nullösung gibt es bei unendlichen Grundgebieten keine Eigenfunktionen unserer 
Integralgleichung. 


$ 4. Beispiele. 
1. Kreis (Radius R), 


ös,=0, = (Spezialfall von F. Neumann und E. R. Neumann). 


Bei Verwendung der gewöhnlichen Polarkoordinaten ergibt sich mit Hilfe der be- 
kannten Entwicklung (für r > r,) 


1 1 nd 1 ri \v 
no -1,+3,(5) cos [v (d — 9;)] 


nach einfachen Rechnungen die 2. Greensche Funktion 9 als folgende Fourierreihe: 


DE OEM TEEN 


(für r>r;). 
14* 
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Die orthogonalisierten und nach den Vorschriften des $ 2 normierten Eigenfunk- 
tionen erhält man ebenfalls auf bekannte Weise, und zwar: 


Gruppe a): 
sö Ayı Jux,,,) 608 (v0) fr v=1,2,. 4, 
u. De J r,,n sin (vd) 1, 2,. 


worin die Faktoren a,, und b,. durch gewöhnliche Normierung zu bestimmen sind, die 
Eigenwerte k,, die positiven Lösungen der Gleichungen 





„=12... 
Ju, = 0 Sara 12 & 
darstellen und J,., die Besselsche Funktion v-ter Ordnung bedeutet. 
Gruppe b): 
1 
u = R Jokg,.R) Jolig,n r=1,2,...), 


worin die Eigenwerte ko, die positiven Lösungen von 
Joy, R) = 0 (x == 4, Bi 


sind. 
Hieraus ist ersichtlich, daß im allgemeinen die Ao. einfache, die k,. hingegen zwei- 
fache Eigenwerte sind *). 


Daß alle diese Eigenfunktionen tatsächlich die Integralgleichung mit dem Kern 


2 befriedigen, läßt sich leicht direkt nachweisen *). Ferner sieht man unschwer, daß 
sie alle in $ 2 angegebenen Eigenschaften besitzen. 


Setzt man für den Kern or und seine Iterierten die bekannten bilinearen Ent- 


wicklungen nach den Eigenfunktionen ??) an, so ergeben sich, da der Kern und die Iterierten 
als einfache Fourierreihen dargestellt sind, die Eigenfunktionsreihen aber als solche 
Fourierreihen, deren Koeffizienten ihrerseits aus unendlichen nach Besselschen Funktionen 
fortschreitenden Reihen bestehen, durch Vergleich beider Darstellungen interessante Re- 


sultate über letztere Koeffizientenreihen. Beim Kern selbst ist allerdings gewisse Vor- 


(i) : 


sicht nötig, da 9, im Pol (£) unstetig ist und die Gültigkeit der bilinearen Entwicklung 


auf anderem Wege nachgewiesen werden muß **). Bei den Iterierten hingegen besteht keinerlei 


Vorbehalt. Für den Kern und die erste Iterierte ergeben sich folgende Reihen (für r > r;): 
Kern: 





— Zi“ 


ei 


Kor Jo (kouR) 
vR..r J, vnfi i R 5 ; 
er B5 ee; a Rz” + 


®1) Mehr als 2-fache Eigenwerte treten nur dann auf, wenn 2 oder mehrere der Gleichungen 


B5 Icon) I O(kogyr;) R? 1 R 





von ein und demselben Wert k gleichzeitig befriedigt werden. Die Möglichkeit hierfür ist nicht ohne weiteres abzu- 
streiten, aber es ist dies nach den bisherigen Untersuchungen über Besselsche Funktionen sehr unwahrscheinlich. 
®) Die hierzu nötigen Formeln finden sich in Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik I, Braunschweig 1900, $ 69. 
”) Zu beachten ist, daß alle Eigenfunktionen gemäß [p®dr = 1 zu normieren sind. 


°*) Deshalb steht auch weiter unten das Zeichen = statt des Gleichheitszeichens. 
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4. Iterierte: 


Fuge. 5 [em 4m 








kö. J (kg, R) 
Tan u r;) a BE... “[r (2 + In I nr + ri :) (+ ) 
Ya (k7, R? — 1) Ta R) n 


rl N Inte r;) = 
Ip li, I — v2) ) iu, u 
4 a. De E. i | 
-|3 I: tm yo oe+n)) 
Burr..., 


In gleicher Weise ergeben sich bei den höheren Iterierten ähnliche Reihen, auf deren 
linker Seite im Nenner nur die Exponenten von ko, kı, und k,, außerhalb der Klammern 
bei der n-ten Iterierten die Werte 2n,2n — 2 und 2n — 2 besitzen und die rechten 
Seiten aus den Fourierentwicklungen der Iterierten zu entnehmen sind. 








Schließlich ist es noch interessant, unsere Eigenfunktionen x zu vergleichen mit 
den Eigenfunktionen der Kneserschen Integralgleichung, d.h. den Lösungen der Differen- 


tialgleichung Au + k?u =, die der 2. Randbedingung 2. = (0) genügen. Letztere sind: 


Gruppe «): 
[ a J v(k,,r) 608 (VÖ) „»=12... 
a © J,«,,n sin (vd) kant” 
wobei k,. die positiven Lösungen von 
Ta = 212.) 
darstellen, 
Gruppe ß): 
U = Apr Sky) (v=1,2....) 
worin ko, die positiven Wurzeln der Gleichung 
Ik) = 0 (x =1,2...) 


sind. 

Die Funktionen der Gruppe «) erfüllen die Nebenbedingung [u,ö,ds = 0. Sie sind 
identisch mit den Eigenfunktionen ,, unserer Gruppe a). Die Gruppe ß) hingegen enthält 
nur solche Eigenfunktionen der Kneserschen Integralgleichung, die jene Nebenbedingung 
nicht erfüllen und somit keine Eigenfunktionen unserer Integralgleichung sind. An ihre 
Stelle treten die Funktionen @,. der Gruppe b). 


Die Sommerfeldsche Funktion U für das Außengebiet des Kreises stellt sich dar durch 
die Reihe (für r < Ye 


(1 IH 
u" H var.) (Iran — Jar) a) cos [v(# — da)], 


»(kR) 


wobei J,«) die Besselschen und "H,., die ersten Hankelschen Funktionen »-ter Ordnung sind. 
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Konzentrischer Kreisring (innerer Radius A,, äußerer Radius R,), 


1 
3, = MR auf dem Außenrand 


0 auf dem Innenrand. 
2. er Funktion (für r>r;): 


mtr > ie + RP (r® +?) + (Rı BR)” 





Eigen He Me 
Gruppe a): 


j cos (99 

Pe = An Yon Inn) — Iran) Forte) ) ven ar 
cos (vd 

_. ß m Y sr,„R;) J 8,,n _ J ik yuRo) Y se.) ) { 





sin (99) 
=1,2... 
(, Er, 
worin die k,, zu bestimmen sind aus den Gleichungen 
' i re 
Y sk „Ry) J (k,„R;) .. J x„R}) Y x,„Ro) = (0) FRE 1, 2, 
und a, bzw. ß,. Konstanten darstellen, die durch gewöhnliche Normierung festzulegen 
sind 6). 
Gruppe b): 
1 
RT T Ko Rz (Vorpa) Tckgrz) — Tokgrr) Yokyry) 
(Vor) Sky) — Joker) Io)» 
wobei die kg aus 
Yoly.R;) JR) nn TolkyRy) Yokg«R;) = 0 (« =1,2,...) 
bestimmt werden. 


r, 


3. Kugel (Radius R), 


PL 0 

An R? 

Bei gewöhnlichen Kugelkoordinaten r, ®, p ergibt sich mit Hilfe der bekannten 

Kugelfunktionsentwicklung (für r > r,) 
1 1 — | 

E® 7 un DIE lPrmop Promo + 3 2‘ ( > ap vi(cos 9;) P ,jtcos 6) 008 [7(P — 2) ”) 

) 1 

die 2. Greensche Funktion (für r>r;) in der Form 


u fi 1 
-(-)+ 
[r+1 ;)” 4 | 
| y Een + {Prcm on Prwsn +32 ap vj(cos ®;) P ‚jccos #) u 


«cos [7(P — Pol} . 


= = 





=) Hierdurch erweisen sich beide Darstellungen der 9,. als identisch 
*) Die Y,, sindi 


sind irgendwelche von den J,, linear unabhängige Lösungen der Besselschen Differentialgleichung, 
2. B. die Besselschen Funktionen zweiter Art. 


”) Hierin sind Pr) die bekannten Legendreschen Polynome, während mit Pri(e) die Funktionen 
nr: Ü’ Puls) 
(} 1 ®) . . " 





u. bezeichnet sind. 





(rr,)’ (RP? — RP) +3] cos [v(9 — 9;)]. 


6) = 


RT: a RE ae ik 


gen 





Denen 


ET 


= 
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Eigenfunktionen: 
Gruppe a): 


1 
Apr Vr J v+4(k,,r) P v(cos d) 


E ver), 
u; J + 2,7 Priccos 0) 008 (/P) ( =1,2,..., ) 
Beid«:- 


1 RS 
b,jx Vr J,+ L(k,,r) Ps d) sın (19) 





wobei die k,. zu bestimmen sind aus den Gleichungen 
Ir+30,R) — 2kuR Iurr a, = 0 


Gruppe b): 
1 1 


ka(V RR)? Jı (kg«R) Vr 





m 4 (kur) (« =1,2,...), 


worin die ko. durch 


H (kg, R) 
geliefert werden. 
Es sind hiernach im allgemeinen die k,. einfache und die k,. (2» + 1)-fache Eigen- 


werte %#). 
4. Konzentrische Kugelschale (Radien A,, R,), 


1 
is er am Außenrand 
0 am Innenrand. 
2. Greensche Funktion (für r>r;): 





1 AN, SptRR)eti+ vn +1) Rprtt(rett Hort) + (+ 1)r er 
er | 


| 
-{ P eos 8;) Ptcos ö) + 22% (v m. a Pp vj(cos d;) P ‚eos 6) cos[7(P u. 9,)]}- 
Eigenfunktionen: 
vr a): 


Z={[1, ur »)] J,4 un) [1, > 3] J_e+1aun} P cos d) 


—{fl, - +9] J,+3a,n — [br +3] J_-e+rpaun} Pricos 9 008 (jP) 


1 en 
2 - FD] Iran = [br + 31 J-r pam! Prico on An GP)| yr=1,2 
iz =1,2 
4 ( L) L) 
Pr y, 14 - (» + #)] J,ı kun [2, d + 3] J_e+paun} P „(cos #) 1, 2 
1 


Pam 7112 - +32] J,, Lkr) -[3,’,+3] J_(c+ kun} P,jtos 6) 608 (7) 
1 








= {[2, — 
oo 


+] Jr 1&,n —[3, ’+$] J_c+ Haan} Pycos 6) sin (79) 


») Bezüglich mehr als 2-facher Eigenwerte gilt Ähnliches wie beim Kreisgebiet. 


(+1) (Apr + RFH) (ent ta] 
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worin wegen allzu großer Länge der Formeln folgende Abkürzungen eingeführt sind: 


1, n] für JnkR,) — 2k R, JnkR,) 
[2, n] für JukR,) — 2k R, JueR,): 


Die Eigenwerte k,. sind zu bestimmen aus den Gleichungen 


11, — (+ H1[2, ‚»+4)-1[1, »+3][2, — (+3%)] = 0 (=1,2,...) 


Gruppe b): 





2 1 
"TR, - 424-1402, — H}Vr 


-{f1, — 3] Jay [1 3] Jan} 
(=1,2...), 


wobei die ko. zu berechnen sind aus 


[1, — 3] Jyau.r) — [1 3] J- am, = 0 (x =1,2,...). 


Die Beispiele 2—4 bieten prinzipiell gegenüber dem Kreisgebiet nichts Neues. 
Es sei daher der Kürze halber gestattet, sich hier mit diesen knappen Angaben zu be- 


gnügen. 





Eingegangen im Juli 1929. 
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Über unendliche diskrete Gruppen. 


Von Hertha Adelsberger in Königsberg i. Pr. 





© sei eine unendliche diskrete Gruppe mit den Erzeugenden S$,, S,, . . ., S„ und den 
definierenden Relationen 


Pe ir). 


Wir wollen einige neue Eigenschaften der Gruppe angeben, die sich aus den definieren- 
den Relationen ablesen lassen. 

Bisher gilt dies nur für die Poincareschen Zahlen. Diese kennzeichnen die Faktor- 
gruppe ©, der Kommutatorgruppe C,. Nun kann man aber zu jeder Gruppe © die Fak- 
torgruppe ©, der höheren Kommutatorgruppe €; bilden. Die !-te Kommutatorgruppe 
6, wird erzeugt aus den Kommutatorelementen von irgendeinem Element aus © mit 
irgendeinem Element der (l — 1)-ten Kommutatorgruppe ®,_ı; und Eigenschaften 
von ®;, sind also auch Invarianten von ©. 

In $$1 und 2 betrachten wir die Faktorgruppe ®, von @, und konstruieren die 
neuen Invarianten nu, 9:2, ----,7im (Ü =1,2,...,!) nach folgendem Verfahren: Die 
Kommutatorgruppe von ©, sei @,,. Wir bilden den Durchschnitt ®; von @,, mit der 
e- -ten Potenzen, wo z; die i-te Poincar&sche Zahl ist und »,; angibt, wieviel- 
mal der Faktor 2 in z; enthalten ist. Die Poincareschen Zahlen der Faktorgruppen 


Ey der Durchschnitte ®; sind unsere Invarianten 241, Nig5 - - +, Nim ($A4, Abschn. 2). 


In $4, Abschn. 3 folgt der rein formale Beweis, daß 71, Nie, - - -, Yim Invarianten sind. 


Gruppe der 


Sind Ni1, Nigs - - +» Nim die Poincareschen Zahlen von I’ 7, Ag, «+ ., 7 die Poin- 
i 


careschen Zahlen von ©, so sind 
IT; IT; IT; 
(", Nim)’ (Mr Nm)’ (RN) 
die Poincaröschen Zahlen des Durchschnitts ®;, was sich aus einem Satz von Steinitz 


beweisen läßt ($2, Abschn. 1). 
Auch die Poincaröschen Zahlen des Zentrums sind durch die Poincaröschen Zahlen 


von © und die von Z bestimmt ($2, Abschn. 2). 


Journal für Mathematik, Bd. 168. Heft 2, 15 
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In $2, Abschn. 3 untersuchen wir, wieweit die Gruppe ©, durch die Poincaröschen 
Zahlen 7,,7%,...,7x; und die Invarianten 7741, N - - + 7m) gekennzeichnet ist. Hat 
die Gruppe ®, nur zwei Erzeugende und sind ihre beiden Poincar6schen Zahlen gleich, 
so ist sie durch ihre Poincaresche Zahl und die Poincaresche Zahl ihrer Faktorgruppe 


a vollständig bestimmt. Mit andern Worten, zwei Gruppen ©, mit nur zwei Erzeugen- 
1 
den, von denen jede zwei gleiche Poincaresche Zahlen hat, sind einstufigisomorph, wenn 


ihre Poincar6schen Zahlen und die ihrer Faktorgruppen —" dieselben sind ($2, Abschn. 3). 


D, 
Eine Gruppe ©, mit zwei Erzeugenden und zwei definierenden Relationen, deren Poin- 
caresche Zahlen verschieden sind, ist nicht durch ihre Poincaröschen Zahlen und die 


&,, 
D; 
n definierenden Relationen, deren sämtliche Poincarösche Zahlen gleich sind. 

In $3 wird die Gruppe ©, einer Gruppe ® mit zwei Erzeugenden und zwei de- 
finierenden Relationen betrachtet. 





ihrer Faktorgruppen bestimmt, ebenfalls nicht eine Gruppe mit n Erzeugenden und 


81. 
1. Seien 7, Sg, - » ., 5” die Erzeugenden einer Gruppe © und 
(1) FilS, Su...) = SR... Eh... (=l2...n 


ihre definierenden Relationen. 
Wir setzen 
Zum =ytwjtr + 
Y= — air — ER + u) — ah + x +) — 


Es seien die u”, u”,...,a” zusammen mit den ar,oaM,..„a®m (m=1,2,...,r) 


nu. 
r Systeme von ganzzahligen Lösungen der Gleichungen 


(2) Zmei- no. u (=1,2,...,n), 


wenn z; die i-te Poincar6sche Zahl von © ist und »; angibt, wie oft der Faktor 2 in z; 
enthalten ist. Ferner setzen wir 


a nn 
pn = re — pi p)) 


an = 12 wi — PM) — PR, ar — ENT, MP 


ı—=1 p,g=1 
p<q 


Wir wollen nun zeigen, daß die Elementarteiler 7, Nie, - - -, 7m der Matrizen WM; 
(=4,2,...,!), welche > 1 sind, Invarianten von © sind. Es ist 


RE ERRETUTETEERTETR N 


EEE 











T; 


DREIER 


BE 


TREE EHEN ER 
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0 ET EEE 0 | 
0 IT; a a an ni 0 | 
Er een“ 7; 
po! 91 ren 0 
9 9 m Be ee ae BR 0 
9 DE nn 0 
— ol 0 .0 9 gi EU sie nen 0 
— po? 0 0 99 a 0 
| 9 0 0 ° 99 PAR EEE 0 
0— g10 0— p!1 0 0 91 op; p! 0 0 
0— 920 0 — 920 0 0: go: 70 . 0 
cr ae an dr 0 
0 — 97 0 0-90. 0 9: pı op" 0 0 
u 9d..:: 0 9..::.09 9... 9%... _, 
ee A | 
o%, 97, 7 Ar 79x) Per wei 
Ge Ya Ga leerer nenne u. | 


Die Matrizen M; haben (n — 1) + (n — 2) + (rn — 3) + :::—+1 Kolonnen, die wir 
durch die Zahlenpaare 
(1,2), (1,3),..., (1,r), (2,3), (2,4),..., (2,2), (3, 4), (3,5), (3,2), . . ., (n — 1,n) 
bezeichnen wollen. Um eine Übersicht über den Bau der Matrizen zu erhalten, denken 
wir uns jede Matrix M; in drei Teile geteilt, wie es durch die drei Klammern angegeben 
ist. Im ersten Teil steht in der Diagonalen stets die Poincarösche Zahl x;, sonst überall 
Null. Die Zeilen des zweiten Teiles fassen wir immer zu jer zusammen. In den (k-+ kr)- 
ten Zeilen stehen Zahlen + 9’ oder — 9% in denjenigen Kolonnen, die mit 
(j, k) bzw. (k, ]) 

bezeichnet sind, also überall da, wo in den zu der Kolonne gehörigen Zahlenpaaren ein 
k auftritt. Der Bau des dritten Teiles ist aus der Matrix leicht ersichtlich. 

Den Beweis, daß die Zahlen 7.1, ni2, - - -, im, welche > 1 sind, Gruppeninvarianten 
sind, wollen wir auf zwei Arten führen. Im folgenden Abschnitt2 erklären wir die Zahlen 
Ni, Ni2y - +, Nim als Poincaresche Zahlen gewisser Gruppen, die invariant mit © ver- 
bunden sind, und erkennen dadurch, daß sie Eigenschaften von © sind, die unabhängig 
von der Art der Darstellung von & durch Erzeugende und definierende Relationen sind. 
In Abschnitt 3 wird der Beweis rein formal geführt, indem wir zeigen, daß sich die 
Ni, Ni2y » +, Nim bei den bekannten Erweiterungen und Reduktionen erster und zweiter 
Art nicht ändern. 

2. Wir betrachten die Faktorgruppe ©, der höheren Kommutatorgruppe (,, 
für die es folgende bekannte Darstellung gibt '): Zwischen den Elementen 1+5; 


!) Vgl. K. Reidemeister: „Über unendliche diskrete Gruppen“, Hamb. Abhdlg. 5 (1926), S. 33. 
15* 
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(.=1,2,...,n) wird ein Produkt erklärt durch die iger 
d+S)U+m)=1+s+s+75 = (Si 58 — 82 Si) 
oder allgemein 


i-+ Pa s + Zt + — 5) + PL s + PPARG Se — SkSi)] = 


1+ > (x; + ß;) + (x + Pr + ni Pr — Bi) (sie — SrSi). 


i<k 


Im folgenden wird der Kürze wegen statt des Ausdruckes s;s; — sı 5; stets si ge- 


schrieben. Die Gesamtheit der Elemente 


+ Das + + N aus 
ı=1 


ı<k 


bilden eine Gruppe, wenn &,%;. ganze Zahlen sind und a, =%;&, (mod. 2) ist. 


1 4 
1 Ha u > Pa sx ist das zu 1+ > s + 2, %a 5a inverse Element. 
Wenn wir noch die Relationen 
Ei | 
er 1+ N 947 2 Pau =1 Bu...n 
j=1 i<k 


hinzufügen, dann ist die so definierte Gruppe eine zur Faktorgruppe ®, von (, iso- 
morphe (und also zu © homomorphe) Gruppe. 

a) Die Kommutatorgruppe (,, von © hat die Erzeugenden 1 +5, 1+ 512 :-. 
1+sm; 1453 :.:,1-+ Sn-ın und wegen 


n 1 ‚ u r 
+ N, + Zopslli+ Noisty Zphsjl 


= i<k j=1 ı<k 


1 
[1 ne _ o; 5; — I ° s.J 


= [1 + Y + = 1% Pi, S,.J [1 + Sıa] ner [1 + S1s] 1n— N. 
+ + ne nn 
die Relationen 
ui i (=14,2,...n) 

‘© +23 Mu (=1,2,...4r). 
Sämtliche Folgerelationen der Relationen (4) kann ich als Produkte aus den Relationen 
(4) und (5) schreiben. 

b) Wir bilden ferner die n,-ten Potenzen sämtlicher Elemente von &,, wo z; die 


i-te Poincaresche Zahl der Gruppe ®, ist. Sämtliche x;-ten Potenzen kann ich dar- 
stellen durch den Ausdruck 


(6) a ie SH & jk Sjky 
=1 


J<k 
Wo %ı =%,%;, (mod. 2) ist. Die Elemente (6) bilden eine Gruppe, wenn x; ungerade 


ist. Ist x; gerade, so bilden die 5 ten Potenzen eine Gruppe, wo »; angibt, wievielmal 





der 
so I 
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der Faktor 2 in z; enthalten ist. Bilden wir nämlich das Produkt zweier ;-ten Potenzen, 
so muß dieses wieder eine z;-te Potenz sein. Es ist 


; n 1 - 1 
1+ mi %Sı + 72m %r5;«) [1 + PL, ßı sı + 9) Da Pjx S;«] 
i=1 i<k i=1 i<k 


=1+ (+ Pı)sıt = (X + Pa + ua; Pr — 8 P}) Sie 


==1 ji<k 
Wenn die rechte Seite dieser Gleichungen wieder eine n;-te Potenz sein soll, so muß 
Kt Part m; Pr — ur ß; = (a; + P;) (& + Br) (mod. 2) 
sein, oder 
% + Pr + u; fr - mn ßen; + 8%; ße + B;ßr+ Bio. (mod. 2). 
Das ist der Fall, wenn x; ungerade ist, denn es ist dann 
X = 0,0% (mod. 2) und Pix =ß,; Pr (mod. 2) 
und 
IT; Pr =0(; ßk (mod. 2) 
IT; &r ß; = (Nr ß; (mod. 2). 


IT; . . . I . . . 
Da = stets ungerade ist, so bilden die au ten Potenzen immer eine Gruppe, was sich 


leicht entsprechend zeigen läßt. Wir wollen im folgenden voraussetzen, daß x; ungerade 
ist. 

c) Wir bilden schließlich den Durchschnitt ®; der Gruppe der x;-ten Potenzen 
mit der Kommutatorgruppe @,,.. Um die Elemente von ®,; zu erhalten, muß man in 
(6) die x], &, . . ., &% so wählen, daß die durch (6) dargestellten Elemente durch Multi- 
plikation mit den Relationen (4) in die Form 


(7) 1+ I Yasır 
I<k 
gebracht werden können. Es müssen sich solche 45, Hs, - - -, 4 Und &,, &a, - » -, &%, Aus 
den Gleichungen 
(8) 2 u,9 = — AN, G=12...%) 
p=1 


bestimmen lassen, daß sich die durch (6) dargestellten Elemente durch Multiplikation 
mit den Relationen 


= 1 
(9) 1—- I u, 72, MY (p=1,2,...,r) 
i=1 I<k 
in die Form (7) bringen lassen. Sind umgekehrt die z11, las - » - fir UNd Ay, Kpy = = +, An 


Lösungen der Gleichungen (8), so sind die Elemente (6) Elemente aus D.. 

d) Aus (8) lassen sich die Erzeugenden von D; ablesen. Unser System (8) von 
Gleichungen hat r + n Unbekannte und die Koeffizientenmatrix hat den Rang n; dann 
gibt es Systeme von r und nicht weniger Fundamentalauflösungen, aus denen alle andern 
linear, homogen und ganzzahlig zusammengesetzt sind. 

ER > ei2..,.75 m 1,2...) 
A (mm 1.2...7) 
seien die r Lösungssysteme. Zum Durchschnitt D; gehören also gerade alle Elemente 
(6), deren 


r 

en m 

u. ze An 0% 
m=1 











108 Adelsberger, Über unendliche diskrete Gruppen. 


sind, also die Elemente 


n r 4 
7, > A op ty . 7; Kr Sjk, 
=1 m=1 I< 


wo die x” Fundamentalauflösungen sind. Der Durchschnitt wird mit andern Worten 
erzeugt durch 


un s m 1 2 am „m — 
(10) tn ee %5, (m=1,2,...,r) 


1+n;54 (,k=2,3,..,8; I <k). 
Wegen der Gleichungen (8) kann ich 


om = — — N umgp l=1,23,..,.nnm=1,2...,r) 


setzen, dann erhalte ich die Erzeugenden (10) in der Gestalt 


Tu=1+ 3 3’, pP 5, — alar pP - PH er) sn 


(m =1,2,. 
1+ 2,5% er n; I <k). 


Wir multiplizieren die Erzeugenden 7, bzw. mit den Folgerelationen Fii Fb2 ... Fir’ 
so wird 
‚m m m 4, 
(10a) Ta = 7. Fi F3? ---Ter = 145 Msutz, Ps 1 
Pr ger 
m=1,2...,r), 
wo die 9” und DH durch die Gleichungen (3) erklärt sind. 


Der Durch- 





e) Nun haben wir aber auch die Relationen und Erzeugenden von 5. ; 
schnitt D; ist eine Untergruppe der Kommutatorgruppe @,,, und weil @,, abelsch ist, 
Saı bilden. Saı hat die- 











eine invariante Untergruppe. 


D: D: 
selben Erzeugenden wie @,,, also 1+ 57, 1+ 51» --,1-+ sn-ı.n, und ich erhalte die 
Relationen von Su, wenn ich zu den Relationen (5) der Kommutatorgruppe noch die 


Relationen hinzufüge, die ich erhalte, wenn ich die Erzeugenden von ®; gleich 1 setze. 
Also 


7„=1 m=1,2,...,r) 
1+ ns =1 (,k=2,3,...8, 7 <R). 


Die Poincareschen Zahlen von Ga sind offenbar die Elementarteiler der Matrix W,, 


D; 

also unsere Invarianten 1, 59 + + + Mim 

3. Jetzt wollen wir die Zahlen 7,1, 23, - - +, 7.) dadurch als Gruppeninvarianten 
kennzeichnen, daß wir zeigen, daß sie sich bei Erweiterungen und Reduktionen erster 
und zweiter Art nicht ändern. 

Eine Erweiterung erster Art besteht im Hinzufügen einer Folgerelation zu den 
Relationen (1). Wir unterscheiden dabei zwei Fälle. Einmal fügen wir zu den Relationen 
(1) eine Relation hinzu, die invers ist zu einer der ursprünglichen Relationen, etwa zu 


ul 


si 


St 
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F, =. Nach unserem in Abschn. 1 angegebenen Verfahren können wir aus dem er- 
weiterten Relationensystem eine Matrix M# herleiten, die wir durch folgende Änderungen 
aus der Matrix M; erhalten. Der erste Teil der Matrix M; bleibt ungeändert, denn die 
Poincareschen Zahlen ändern sich nicht bei Erweiterungen erster Art. Den zweiten Teil 
der Matrix Mf erhalten wir, wenn wir zum zweiten Teil der Matrix M; die Zeilen 


- 1 M—-M-..-— 0 re a a Ba a ee 0 
p! 0 0 0 — gl — pl VE a near na 0 
0 9! 0 oe -S 0 —- pl — go ul 0 
0 EEE -—o! 0 DB sm D..2000% u Be EN 0 


hinzufügen. Durch das Hinzufügen dieser Zeilen ändern sich die Elementarteiler der 
Matrix M; nicht, denn diese Zeilen kommen mit umgekehrten Vorzeichen bereits in der 
Matrix M; vor, und wir können sie also durch Zeilenaddition wieder fortschaffen. Im 
dritten Teil treten in der Matrix Mf an die Stelle der Zahlen 9%, und 9” die Zahlen y” 
und y”, die durch die Gleichungen 


2 ir B. 
(11) „= DPA = + za 9-99) 
und 
(12) AAO. (pi, — i ee (— 1 1 mi 
Yi <<. ) Zu Py 9; Pı, ) Hrrı Pi ve. pP; 9) 
1 > di mi m (m 1 1 ml z,m 7, 
— ı£& Bra) - 5 Ha, am, — 1) 
72ER 2 Rue 
p,g=1 qui 
bestimmt sind, wobei die un,u%,...,a”, u” , zusammen mit den a”, cM,...,oaM 
(m =1,2,...,r) r Systeme von ganzzahligen Lösungen der Gleichungen 
u, —-a.n=— on, (=1,2,...n) 
py=1 
sind, die wir auch auf folgende Weise schreiben können 
(4, — 4,,ı) + > u,n=-on, (=1,2,...,n). 
p=2 


Setzen wir 
Pı = frıı = Bı 
(13) Web (P=23,3,..,P), 
so erhalten wir die Gleichungen (2). Ersetzen wir jetzt mit Hilfe der Gleichungen (13) 
in den Gleichungen (11) und (12) die un, Ad. ., a” durch die un, ud, .. u, un 
so gehen die y7, und y” in Ausdrücke über, die sich mit Hilfe von Zeilenadditionen in 
die 9% und p%, überführen lassen. Damit ist gezeigt, daß sich die Elementarteiler 
Na Mg * +) 2) der Matrix M, bei dieser Art der Erweiterung nicht ändern. 
Die zweite Art von Folgerelationen, die wir zu den Relationen (1) hinzufügen, 
hat die Form 
L, T,L, T,, ... T,„Lr+ı =1. 
Nach einer Bemerkung in Abschn. 2a ist die linke Seite dieser Gleichung ein Produkt 
aus den Relationen (4) und (5), also gleich 
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I H- 44 + pis, + - :Z ph tt 2% yE — Ak pk)s;], 


i= 1,2, 
wo die »,, A% und 2 beliebige ganze Zahlen sind. 


Aus dem erweiterten Relationensystem leiten wir eine Matrix M/* ab. Um aus der 
Matrix M; die Matrix M}* zu erhalten, müssen wir zum zweiten Teil von M; einige 
Zeilen hinzufügen, die nur Zahlen enthalten, welche lineare Formen der 9; sind. Diese 
Zeilen können durch Zeilenaddition wieder fortgeschafft werden. Ferner treten im dritten 
Teil von M#* an die Stelle der Zahlen 9% und pn die Zahlen %r und X, die in diesem 
Falle durch die Gleichungen 


i u 
(14) X = 2 re, HM +z DEP ‚(pi — 9 Pi) +34 Y — A pi) 


a (9, 9% 9)+5 P% (n-Hn+t E (4 9, — 4,9) 


1 
2& 
1 \ i mi m (om 1 1 m —. i 
(15) we 2 HAM ur — 1) — 5 Ar (M r+1 PX vi pP 
- Var Dann n® 
»,9=1 q=1 c=1 


bestimmt sind, wo die », beliebige ganze Zahlen, und die u, 2%, ... ., a”, 4”, , zusammen 
mit den &”,a”,...,&” r Systeme von ganzzahligen Lösungen der Gleichungen 


ZERRTAHZ RT =4,2,...n) 
p= P= 
sind. Setzen wir 

(16) Up + Br+ı 9%p = Up p=12,...,r), 
so erhalten wir die Gleichungen (2). Ersetzen wir jetzt mit Hilfe von (16) in (14) und 
(15) die 4,49 -..„,4, durch die v,49--„4n4,,, 80 gehen die X” und X in Aus- 
drücke über, die sich durch Zeilenaddition in die entsprechenden 9% und 9” über- 


führen lassen. Damit ist wieder gezeigt, daß sich die n,, 5 - + + 2; auch bei dieser 


i2) ° 
Erweiterung nicht ändern. 
Bei einer Erweiterung zweiter Art tritt zu dem ursprünglichen System eine neue 


Erzeugende S5,;ı und eine Relation 
SSarı =1 


hinzu, wo S ein beliebiges Element ist, das aus S,, S,, *. ., S„ erzeugt ist. Gehen wir zu 
der Gruppe ®, über, so tritt hier bei einer Erweiterung zweiter Art eine Erzeugende 
1+ 5,.:ı und eine Relation 


A+s)A+sH) =1 


hinzu, wo 


ee P;s; + > S'Pasp 


i<i 
ist. Wir erhalten also die neue Relation 


+ Nst at Dr PA -) hun =1. 


J=1 








er 


) 


U re u I 


Ben. 
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Die Invarianten 7,2%, ++, %;, berechnen wir in diesem Falle aus der Matrix 


***, die wir durch zwei Änderungen aus der Matrix M; erhalten. Wir fügen erstens 
einige Zeilen und Spalten zu M; hinzu. Die neuen Spalten enthalten nur in einer Zeile 
von Null und Eins verschiedene Zahlen. Diese Zeile kann durch Zeilenaddition fort- 
geschafft werden. Durch die andern Zeilen und Spalten treten zu den Elementarteilern 
von M; nur solche hinzu, die gleich Eins sind; denn jede der neuen Spalten enthält lauter 
Nullen außer einer Eins in einer der neuen Zeilen; und zwar steht in jeder der neuen 
Zeilen nur eine Eins. Die Elementarteiler von M;, die > 1 sind, werden also nicht ge- 
ändert. Zweitens treten an die Stelle der 9% und 9 die Zahlen ©”, und »7, die durch 


die Gleichungen 


1 u we = 

on =, al + an By B;ß)) 
4 
2 


er 4 Er: tt, ra oo 
Lu - HM) - 52. 1) - Darin gig 
i= ‚a=1 
Pa<q 
1 m 1 m m 1 - am am q 
try (P, er ß, ß,) ur 5, ß, r+1 ( 7° Tu Fe a r+1 uf ß; Pi 
= 


erklärt sind, wobei die ur, Ay,..., A”,a” , zusammen mit den af, ad, ..., an 
r Systeme von ganzzahligen Lösungen der Gleichungen 


PNF 7 + %A,.1P: BR (=1,2,...n) 
p=1 
Hr+1 = — n+ıTi 
sind. Mit Hilfe der letzten Gleichung kann ich die andern umformen: 
2,9 ee (&,+%,,,P,) (=1,2,...n). 
y=1 


Diese Gleichungen haben dieselben Lösungen wie die Gleichungen (2), also sind die 
#r = u; zu setzen. Die Summanden, durch die sich die ©, und © von den 9% 


und DH unterscheiden, sind alle Vielfache von z, da u, +1 = %,,,7, zu setzen ist. 


nn 
1 a en 
Dr P,P,u,,,(#,,, — 1) ist ebenfalls ein Vielfaches von z,, da wir x, ungerade voraus- 


gesetzt haben. Wir können diese Glieder dadurch fortschaffen, daß wir Vielfache von 
Zeilen, in denen nur x, steht, zu den betreffenden Zeilen addieren. Die 7, 235 + +» N, 


sind auch bei der Erweiterung zweiter Art unverändert geblieben. 

Damit haben wir gezeigt, daß die n,,, 1, - - -, 7,, Gruppeninvarianten sind, denn 
wenn sie sich bei Erweiterungen erster oder zweiter Art nicht ändern, so ändern sie sich 
natürlich auch nicht bei Reduktionen erster oder zweiter Art. 

4. Wir wollen noch eine vereinfachte Darstellung der n,, ableiten. Die Gruppe ®, 
war bisher gegeben durch die Erzeugenden 1+s,1+5,,...,1-+ s„. und die definieren- 
den Relationen (4). Es lassen sich neue Erzeugende 1+5,1+35,...,1-+5, ein- 
führen und solche Folgerelationen bilden, daß wir für sie die neuen Relationen 


(17) 1 tat 1 (i=1,2,...,r) 
< 


erhalten. Die n,, 7,, . . .,z, sind die Elementarteiler der Matrix, die aus den Zahlen 
p gebildet ist. Der Einfachheit halber möge weiterhin nur der Fall betrachtet werden, 
Journal für Mathematik. Bd. 163. Heft 2. 16 





112 Adelsberger, Über unendliche diskrete Gruppen. 


daß (17) ein System von definierenden Relationen von ®, ist. Im folgenden will ich 
die Querstriche wieder fortlassen. Wegen 


[1 +X ,S, +7 PL A+n,s;+ PA S,] 1 — MT = PL 


Uta t Zahl + i “n6,] 
kann ich alle Folgerelationen von (17) als Produkte von 


i+ns+ PA is und 


i<i 
1-4 nusı j=1,2,...,n) 
darstellen. Da die x}, 7, ... ., z, Elementarteiler sind, ist x; stets ein ganzes Vielfaches 
von 75_,. Die Relation 14+%;54 =1, wo l<i ist, ist also eine Folgerelation von 
1-+ mıs#ı =1. Wir können daher alle Relationen darstellen als Produkte aus 


a ’ (=1,2,...r7) 


Ii+n;5; G=12..,5j=1423...3—1) 

1+ n5; G(=1,2,...,15;, j=ei+1,i+2,...n). 
Wir setzen wieder voraus, daß r; ungerade ist, und bilden die x;-ten Potenzen sämt- 
licher Elemente: 


(18) 1 + PALL X; s,+ 5 Nm Kyı Sji. 
il i<I 


Diese bilden eine Gruppe 9,. Ich bilde den Durchschnitt ®; von 9; mit der Kommu- 
tatorgruppe. Um die Elemente von ®; zu erhalten, multipliziere ich (18) mit 


(19) II 1— u,” gg a Sl. 


e1,8,...,r 
Es lassen sich solche 11, a, - - -, 4r und &,,%9, .. .,&, aus den Gleichungen 


Ur Ta = — Ti (k=1,2,...,7) 
% 7% —=O (k=r+Ail,r+2,...n) 
bestimmen, daß (18) durch Multiplikation mit (19) in die Form 


1+ 2 Yasy 
j<i 


gebracht werden kann. Wir erhalten als Lösungen von (20) 


(20) 


„ 7 


Mm=nen k=12...i). 


Die uf, 4%, -,* sind beliebige ganze Zahlen, ebenfalls die 4, ,, 1; 
folgt 


ira „4, Daraus 





x, = u8 k=4;2,...1) 
u (k=i+1li+2,...,r) 
% = 0 (k=r+Ii1,r+2,...n). 


Die Elemente 


n 
7 autsct = + > 7 OK Sju 
j<l 


bilden also den Durchschnitt ®; und werden erzeugt durch 





Dies 
(Gest 


Ich 


Ich 


noc] 


hin2 
care 


Eleı 
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+5 (k=1,2,...,1) 
1+ ms (k=i+1,i+2,...,r) 
1+m5; („,‚l=ı+1,i+2,...n; j<|). 
Diese Erzeugenden können durch Multiplikation mit Folgerelationen von (17) in folgende 
Gestalt gebracht werden: 


Sy (k = FE RER 


T,=1+ms=1- xl, 5, (k=i+li+2..,r) 


I<I 
T, =1+ ms, (,‚l=iı+1,i+2,...,n; j<!). 
Ich bilde die Faktorgruppe zn Diese hat die Erzeugenden 14 5, 1+ 51, ..,1+ s2-ın- 


Ich erhalte die Relationen von Sa wenn ich zu den Relationen der Kommutatorgruppe 


i+n;5ı =1 Bei... d. uni ch 
noch die Relationen 
T,=1 (k=1,2,..,r) 
Tı=1 (j,‚l=iıt1,i+2,..,n; j<[|) 
hinzufüge, die ich erhalte, wenn ich die Erzeugenden von ®; gleich 1 setze. Die Poin- 


careschen Zahlen von —' sind die Invarianten 7,7,» :---,;,. Wir erhalten sie als 


D; 


Elementarteiler der Matrix 


























0 IT; 0. 
0 1;0 
.O 
1 0 0 = * £} * . 
) 7 er 
7 0 re 
0 Tg 0 . £} 0 * * . . 
0 7,0 . 0 * 2 . . 
0 0 OR 
. . . 0 Ti—1 0 .... 
T; e ' : 
7; a g Ti „Ti Fu. i 7; 
\ 13 7 In 7 "Rn u Ana u Paren Beer 
i = 2 2 ie 
T r i i i 
Be. mi-1 IT; zi-1 IT; gi-ı ai-1 i | FT 
Ti 13 IL; in i 23 “Fon ren 
i—1 T;—1 T—ı Ti—1ı T—ı 
D i i i ü 
"Tg Kın Togr Ton „re Fe IE 
i+1 i+1 i+1 i+1 i+1 
Tg Tın og Ton u re 
r r r r r 
Tg Tın og » * * T,, » * » “ = 1 } » ” ” ” ” » Jc 
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82. 


IT; IT; IT; 





1. Wir wollen beweisen, daß die Poincaröschen 


(7, Nim) ’ (Ri, Mimi)’ (Ri, Na) 
Zahlen des Durchschnitts ®; sind, daß uns also die Poincaröschen Zahlen von ®,; keine 
neue Invarianten von © liefern. 

Beim Beweise benutzen wir folgenden Satz von Steinitz!) über die Lösungen 
linearer Kongruenzen. Gegeben ist ein System linearer Kongruenzen 


n 


PL =() (mod e) ((=1,2,...,r), 
1 
dessen Koeffizientenmatrix die Elementarteiler £,, &s, . . ., &„ hat, dann haben die Ma- 


Der 





trizen sämtlicher Lösungssysteme die Elementarteiler 


€ € € 
(en) (in) ( 
Durchschnitt ®; hat, wie eben gezeigt worden ist, die Erzeugenden 

IT, k=12...7) : und 

T; („l=ı+1,i+2,...,n; j<|!). 
Die Relationen von ®; haben dann die Form 


(21) rn 12... Ir TÄi+1i+2 Ti+Li+s, .Tia— In 4, 


i+1li+2 i+1,i+3 n—1,n 
wobei die &%, %ay + » +, Cr, Lit Lit Litli+3y ++ In—ı,n So zu bestimmen sind, daß die 
linke Seite der Gleichung (21) identisch gleich 1 wird, wenn wir sie mit den Relationen 
der Kommutatoruppe multiplizieren. Wir berechnen die x&,, &3, - - -, &, Zip 1i+ 2% Lirnirs 
.,%u -ı,n aus den Gleichungen 
i r 


PETE: Dann, (ehd..,5l=23,...n j<0) 
Nmhtn+ $ aba 2,73, =, plseır hit2,..„n;j<0), 
wo die /,, beliebige ganze Zahlen sind. Wir können die A,(p>i, qg>i) gleich Null 
N ,, 
Unbekannte, und die Koeffizientenmatrix habe den Rang d, dann gibt es an 


Systeme von nn + r — d und nicht weniger Fundamentalauflösungen, aus denen 


setzen, da die z,(p > ı) Vielfache von x; sind. Unser System hat dann 





alle andern linear, homogen, ganzzahlig zusammengesetzt sind. 
Den Gleichungen (22) kann man auch folgende Form geben: 


i x Ti - ERRIRN ei 
2 Tu, 3 A hn= (mod. 7;) 
(j=1,2, ‚i—1;1=2,3, ‚n,;]j<iI) 
i 7; r 
2 a a % + nut, = (mod. z;) 
zu — 


(„I=i:i-+1,. „RM, I<). 
Die Elementarteiler der Koeffizientenmatrix sind identisch mit den Poincaröschen Zahlen 


der Faktorgruppe =, also gleich n,, Ns ++ + 2;„. Dann haben sämtliche Lösungs- 





!) E. Steinitz, Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung 5 (1898), S. 87. 





s 





Der 
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systeme nach Steinitz die Invarianten 

IT; IT; IT; 
23 —_ 0 FE 
ei an 
Die Invarianten (23) sind die Poincar6schen Zahlen von D.. 


2. Die Poincaröschen Zahlen des Zentrums von ®, sind ebenfalls durch die Poin- 
careschen Zahlen von & und die Invarianten n,, 1, - - -, 7), bestimmt. Um das zu 





beweisen, untersuchen wir das Zentrum einer Gruppe ®,, die durch die Erzeugenden 
A+sy1+s3:-,1-+ 5. und die Relationen 


(24) 1+ms + aus, =1 (=12...7) 
j<ı 


gegeben ist. Zum Zentrum gehören diejenigen Elemente, die mit allen Elementen von 
6, vertauschbar sind. 

Wir setzen zunächst voraus, daß r <n ist, daß also die Zahl der Relationen kleiner 
ist als die der Erzeugenden. Damit das Element 


a 1 
1+:=1+ 5 +5 2 ans 
j=1 
mit 1+s;(l=1,2,...,r) vertauschbar ist, muß der Kommutator 


AH)M+Ss)AM — tl —s) =1+ PL Si 


eine Folgerelation, also gleich 
I n 
I+ 2,9, + 3m s, 
i=1 j=l+1 
sein. 
Damit 1+tmiti+s,((=r-+41,r+2,...,n) vertauschbar ist, muß der Kom- 
mutator 


AH) +s)iA ti —-s)=1+ L su 


eine Folgerelation, also gleich 


r 
1+ ) n,0Ns, 
j=1 


sein. 

Daraus folgt, daß a, für j=r-+1,r-+2,...,n gleich Null sein muß, wenn 1 +1 
zum Zentrum gehören soll. 

Das Zentrum wird mithin aus 


1i+n;5; (j=1,2,...7) und 

1+Ss; ea u Eh 
erzeugt. Mit Hilfe der Relationen (24) lassen sich die Erzeugenden 

i+n;5; (=1,2,..,r) 

durch die Erzeugenden 

1+5; (‚i-12...2 i<D5 
ausdrücken. Das Zentrum wird also erzeugt durch 

1+Ssı el2..„n;j<2) 
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Daraus folgt, daß das Zentrum für den Fallr < n mit der Kommutatorgruppe identisch 
ist, also keine neuen Invarianten liefert. 


Jetzt betrachten wir das Zentrum einer Gruppe ®,, für dier =n ist. Damit in 
diesem Falle 1-t mit 1+s,(!=1,2,...,n) vertauschbar ist, muß der Kommutator 


++ HU) -1+ Nas 


eine Folgerelation, also gleich 


n 


I 
+ Pt, 
= 


jel+1 
sein. - 
Das Zentrum wird jetzt erzeugt aus den Elementen 
i+n,s; (j=1,23,..,n—1), 1+m.-ı% und 
1-+S5j ml 2... I<). 
Die Erzeugenden 
1i+n;5; (=1,2...2—1) 
können wir mit Hilfe der Relationen (24) durch die Erzeugenden 
1+Sj j=12..,2 -1;l=23,....25j<I) 
ausdrücken. Ist r =n, so wird das Zentrum also erzeugt durch 
1 + ITn—1 Sn und 
1+Ss; iml,.2..,,07<i[Q) 
Die definierenden Relationen des Zentrums, die wir erhalten, wenn wir die letzte der 
Relationen (24) und die Folgerelationen 14 z;s,;=1 (j,1=1,2,...,n; j<[I) allein 
durch die Erzeugenden des Zentrums ausdrücken, sind folgende: 


In 


M+ms "lt + +1 
[1 + s,]”; = 1 (7,1 = A TE E ° 
Die Poincar6schen Zahlen des Zentrums £,,£,,...,{, erhalten wir als Elemen- 
tarteiler der Matrix 














TCn N nn nu N mn n 
Te TE TE TE A an 
Er BR ER 
nn 2 De 
0 ‚om 0 0 
(25) 0 ER" .0 
0 ER ER 0 
0 se U re 
0 +. du... 0 
0 I m 
Setzen wir 





80 


si 


S( 


r/ 
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d; = (n., —- a" ne a" —, En Ti qı” 2 n a. Ti 
"Dsesa , ’ I nr ) . > ’ 
Pre Wa. i a, 
I 7,’ Ns; ee in Tu,’ Tr Yan Urn an) 


so ist 
&, = du 6a = Ay is > Nu ala ı ET 
on = e- » En+ı = N Int? = N: 6m-3 = N 
Con—2 uch Con-ı = N, Con = N, Cn-4 = N; 


wer un Bu Tu re u BE FB ee DV ua —me ——s 


7Ty 7T9 di TTn—2 En 





72 j I; Tg * * * Tin 2 Ten 
zn-D+1 &ı In Con—2 Can—3 Pe En—2 


2 


(n+1) 
Die Invarianten 


En Cs, 2.208 a1; In+1; On+2; A Con-3; Con-1; A In (n—1)—1 
2 


sind identisch mit den Poincar&schen Zahlen von ®,; wir müssen zeigen, daß auch die 


Sy, 6; Con-2; Cn—3; eo. on 
> (n—1) 


durch die Poincareschen Zahlen von ®, und die 1, Ni2, - - -, 7im bestimmt sind. 
Beim Beweise benutzen wir folgenden Satz über größte gemeinsame Teiler: 


Sind «,ß,y und %,ß ganze Zahlen und ist 
(,P) =Ö, (By), 
und 
(&, B) 20.2 ö,, (%,ß y) = Ös, 
so haben auch 
(%,y) und (x, y) 


denselben größten gemeinsamen Teiler. 
Beweis: & und $ haben den größten gemeinsamen Teiler ö,. 


% = 0,61, P= 0,6, und & = pÖı, ß = 0,6, 
(0, 0) =1 (05, 05) =1. 
Dann ist 


(&,ß) = (01 d1, 0, 6,) = 6, und (&,P) = ( ö,, 0, 6,) = Öj, 
6, = (0,ß y) = (01 61, 0,61 Y) 62 = (&,By) = (02 61, 03 6, Y) 
= 6,(01, 01 7) = 6,(03, 0, Y) 
= 6,(01, 7) = 6,(03, Y)- 
Daraus folgt 
(26) (01 9) = (0a P)- 
Dann ist auch (e, ö,, 9) = (0, d,, y). Also (a, y) = (&, y). Damit ist unser Satz 


bewiesen. 
Nun vergleichen wir die Invarianten {,,7 


Wenn 


und n,, von ©. Es ist {, = d.. 


n—1,1 
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IT Tr =‘) 
1 PER ı Ba ı BAR: ı ae 
P: et (mi, 7; ’ ig 7; ’ ‚an : und 
RR i i i 
pP = (m MH nm 80 It 


— 1 2 n—2 n—1 n 
NM—11 = (n,, P.-ı> P.-ı7 P„-„» P ‚pP ) 


PR 1 2 n—1 n 
Na Sr (7, , P.» P,» 7 Tu P,. ’ pP ). 
Setzen wir 


ITy 
en n u nn 
& (7, p ), 4 Un 
und 
ß _- (P}_,» Ei; „..,. Pr). 
so ist 


Wa, By) und I, = (a, yY). 
Aus dem Satze über größte gemeinsame Teiler folgt, daß für zwei Gruppen ©, und 
®, die Zahlen Z, und £, gleich sind, sobald 7, ,,=%,_,, und n,, = 7, , Sind. 
Entsprechend können wir zeigen, daß | 
Z, durch „7, ,„ und 7,n 
Sn. durch 7, „m. und N, 2, 


bestimmt sind. 

Damit ist bewiesen, daß uns die Poincaröschen Zahlen des Zentrums keine neuen 
Gruppeninvarianten liefern. 

3. Wir wollen untersuchen, wieweit die Gruppe ®, durch die Invarianten x; und 
n., gekennzeichnet ist. 

Wenn eine Gruppe ©, mit n Erzeugenden und r definierenden Relationen 


1 
TE G=12..47) 
I< 


wo zı eine Primzahl, gegeben ist, und wir führen neue Erzeugende ein und bilden neue 
definierende Relationen, so daß dabei die Matrix 


0,i+k 
II moi || = (1,241 
von rechts und links mit zueinander inversen Matrizen multipliziert wird, so setzen sich 
die x‘, um wie ein schiefsymmetrischer Tensor mit zwei unteren Indizes und einem 
oberen. Die Eigenschaften eines solchen Tensors sind schon im Gebiete der kontinuier- 
lichen Gruppen sehr kompliziert, und noch mehr bei unseren Gruppen, wo der Tensor 
gänzzahlig ist. 
Die Gruppe ©, mit zwei Erzeugenden 1 + s, und 41 + s, und den beiden Relationen 
(27) +25 + Assı =1 
+83 + Rasıa = 1 
ist durch ihre Invarianten x, und 7,1 = (r,, r},, n?,) vollständig bestimmt. 
Um das zu beweisen, führen wir statt 1+s, und 1-+s, die neuen Erzeugenden 
1+s1 =1+0S51 40983 + $o2Sı2 
1+2=1+Pısı4+ Base + % Bıasıa 





SER AWNEN Er Kaya m Man 


BREITEN 


geh 


a N vn “ LEERE 


ET EREETENEN 





EEE RE 





Adelsberger, Über unendliche diskrete Gruppen. 119 


mit der Determinante 
| %ı Og 4 
Bi Pa 
ein. 1+s, und 1 -+s, sollen durch 1-+sı und 1 + s3 ausgedrückt werden. 
+ il — 5)" =1+ (arße — Aßı)sıt 3 (Aıaße — Apßız — %%ß2+ Pıa2 P2) Sıa 
+ il — "= 14 (aßı — Ahr) s2 + 3 (Araßı — Bızkı — aißıße+ %ı%e Pi) Sıe- 
Aus diesen Gleichungen folgt 


1+s, =(1+ sı)" (A — 3)” (1 — 3 (A1aßa — Bıa%g — &ß2) Sie) 
1+2.=(1+ sy" (1 — 3)" (1 — 3 (&2ßı — Pı2%&ı — Kußı) Sıe)- 
In den neuen Erzeugenden heißen die Relationen 
28) 1+ n,ßası — N,%82 — 3 [Rı (a12ß2 — Pr2%e) — 22] se =1 
(29) 1 — ayPısı + 1182 — 3 [m (&oßı — Presı) + 2 12] se =1. 
Die Relationen sollen durch Bildung von geeigneten Folgerelationen wieder in die 
Normalform gebracht werden, in der uns die Relationen (27) gegeben sind. Zu diesem 
Zwecke erhebe ich einmal (28) in die «,-te Potenz und (29) in die «,-te und multipliziere 


die beiden Relationen. Dann erhebe ich (28) in die f,-te Potenz und (29) in die f,-te 
und multipliziere sie wieder; so erhalte ich die Relationen 


1+ 51 
2 1 2 
u [% 71 (&2ßa — Pıa%g) — Rp (Kısßı — Bızdı) — Kg — 20,012 — 28, 7118] Sı2z = 1 
1+n7,3 


— $ [Pr (&12ßa — Pı2&%g) — Pat (&rafı — Pı2Xı) — Bıß,zı — 2ß,R12 — 2, a2] si2 =1, 
die übersichtlicher folgendermaßen geschrieben werden können: 
1+ 2151 + (HT + Kat Rare) sı2 = 1 
1421524 (urı + Pıria + Parka) sie =1, 
wo u, und u, jede beliebige Zahl darstellen können, da 1+ n,5i2 = 1 ist. Setzen wir 


il = Us = 0, so können wir durch geeignete Wahl der x,, %&s, ß1, Ps die Relationen stets 
in die Gestalt 


1+ 2151 + (Rise) Sı2 = 1 


(30) + 5% ns 
bringen, denn es ist 
ı% "a + %g Ne _ le) 0% 
Aıriet Parie| Re Pıße!’ 
| | EEE 1 : 
und ich kann die Matrix ar stets durch Multiplikation mit einer unimodularen 
#5 ü > RRpr (n},, 2.) 
Matrix in die Elementarteilerform, also in die Form e 12! bringen. 


Wir führen noch einmal neue Erzeugende ein: 
+5, =-1+si 
1+5,=1+ys, 
wo y jede beliebige Zahl sein kann, für die (y,z,) = 1 ist. Ich kann die Erzeugenden 
1-++sj und 1-+s3 durch die neuen 1-+5, und 1-+s, ausdrücken: 
i+s1=1+5 
15, =1+ödyg =1+ (öy — en,)s, 
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(31) 
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wo ö und e so gewählt werden, daß öy — en, =1 ist. Dann ist | 


(32) 1+58=1-+Ös,. 

In den neuen Erzeugenden heißen die Relationen 
(33) 1+ 2151 + Ölal,, a) Sı2 = 1 
(34) 1+Ö6n,5 = 1, 


wo (ö,,) =1 ist. Aus den Gleichungen (31) und (32) folgt die Relation 
1+5,=1+yÖös, oder 
1+(yö—-N1)s,=1. 
Wegen yö— en, =1 geht die letzte Relation in 
(35) 1+en,5=1 
über. Aus (33), (34), (35) folgen die beiden Relationen 
1+ 21514 Öle, Re) Sı2 = 1 
1+[ön,, en] Se =4 
oder 
(36) ı# 2151 + ölaja, Re) Sı2 = 1 
1-+ 715 =1, 
denn es ist (ö,e) =1, dayö— en, =Alist. Da 1+ 7,57 =1 ist, so kann ich die 
Relationen (36) auch in der Form 
1+ 2151 + [las Mi) + ur] Si = 1 
1+ 2,5, —=1 
schreiben. Ich kann nun ö und u so wählen, daß 
ölrtia, 72) + ur = (Me, Ne 7) 
wird, und wir erhalten die Relationen 
1+ 21514 Mısı =1 
1+ 2,5 =1, 
wo 911 = (rl,, 7%,, ,) ist. Damit ist unser Satz bewiesen. 
Die Gruppe ©, mit zwei Erzeugenden 1-+s, und 1 + s, und den definierenden 
Relationen 
I+msı + Ms =1 
149,854 rs =1 
ist nicht durch ihre Invarianten z,, 7,ı und 7,5, bestimmt. 


$ 3. 

4. In $ 1 haben wir ein Verfahren angegeben, wie wir aus der Faktorgruppe ©, 
Gruppeninvarianten ableiten können. Dieses Verfahren können wir auch auf die Faktor- 
gruppe ®, der dritten höheren Kommutatorgruppe C, anwenden und erhalten dann 
wieder eine Reihe neuer Invarianten, was hier nur für eine Gruppe ©, mit zwei Erzeugen- 
den und zwei definierenden Relationen durchgeführt werden wird. 

G, enthält alle Kommutatorelemente eines Elementes aus © mit einem Element 


aus (,, also alle Elemente 
(37): D-C ABA 78-0 BAT DAB LATE - 
Wir bilden die Elemente 


A; — 8,8,857'5," (j, k = 1, RR n) 
Au = S;AuS; "Ay („,k,l=4,2,...,n) 
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und 
A;zıım = 5;AumS; Am (,k,l,m=1,2,...,n). 

Durch die Transformierten der Azm (j,k,l,m=4,2,...,n) lassen sich alle Ele- 
mente (37) ausdrücken. Man erhält die definierende Relation von ®,, wenn man zu 
den Relationen (1) 

(38) Au 1 (7, k, l,m = 1,2,...3%) 
hinzufügt. Wie bereits gesagt, wollen wir uns darauf beschränken, eine Gruppe ® zu 
untersuchen, die durch zwei Erzeugende und zwei Relationen 


(39) Fi(S}, S,) —1 (=1,2) 


gegeben ist. 

Man kann die Elemente von ®, auf eine Normalform bringen. Jedes Element von 
& läßt sich bekanntlich in die Gestalt 

51577 
bringen, wo 7 ein Produkt von Transformierten der Elemente A,, ist. Nun ist 
LAuL" = A, Au LAul 

Ar LA]),L°' läßt sich wieder als Produkt von Transformierten der A,,, und 
Agsı und ihrer Inversen schreiben. Berücksichtigen wir noch, daß aus den Relationen (38) 
folgt: 

LAuL"=Au (j,k,l=1,2) 
und 
A;u Auns an Bias A zu (], k, I, m, N, m 1, 2), 

so können wir, wenn wir die Ay, Ayız und A,,ı als neue Erzeugende einführen, jedes 
Element von ©, in die Gestalt 

(40) SS Ay AP ABI 
bringen. 

Wir suchen jetzt das normierte Produkt zweier normierter Elemente. Berück- 
sichtigen wir, daß 


SPASS, TA," dem Ak 


kl 
und 
baazla9—1) —arbelbe—1) 


SHE AA? Ası 
ist, so erhalten wir das normierte Produkt 


ET e b 
ST SPAR AA  SYSP AHA AH 
ab!-ta b,aä+b,a 
abi+tasbı it 102 _ HB, 





(41) 











QM tb, at, 4 rat dr dr , Arıat dus draıt — Qgaı +bası + datı2— 
un ST 193 ®Aı2 Aıı z Assı 


2. Wir geben noch eine andere Darstellung der Faktorgruppe mit zwei Erzeugenden 
und zwei Relationen, die für unsere weiteren Rechnungen günstig ist, da sich die Ele- 
mente in dieser Darstellung sehr einfach potenzieren lassen. 


Zwischen den Gebilden 1-+s, und 1-+s, erkläre ich das Produkt 
A+s)1+s) =1+sı +85 + $(sısg — 5251) 
+ zlsı ($188 — Sa5ı) — (S182 — Sa5ı) Si) + False (8251 — Sı82) — (S25ı — SıSa) Sa]- 


Im folgenden schreibe ich stets für 
17* 
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145,98 —- 95 =145% 

1 + 51(81 58 — 82 51) — (S1 82 — 8251) Sı =1H Sum 

1 + 59(83 51 — S182) — (8251 —- Sı82)s 14 Sa 
und erkläre allgemein das Produkt 


[1 +01514%252 + 312512 + T5 KuızSıa + is Razı Sazıl 
[+ Pısıt Base + Pıasıa + Fr PııSına + 775 Pazı Sazıl 
(42) -=1+(& + Pßı)sı+ (&+ Pe) sa + 3 (&ı2 + Pızt Aıßa — Kaßı) Sıa 

+ 25 (Ka + Bırz + 3aıßız — Ißı%ız + Aße — Kraßı + RePi — Kıßıße) sin 

+ 2.5 (&geı + Bagı — 3agßı2 + 3ßarız — KıRaßa + Bi — Roßıßa + &ıPß?) San: 
Die Multiplikation ist assoziativ, wie man leicht nachrechnen kann. Dem in allgemeiner 
Form geschriebenen Element (40) von ®;, entspricht in der neuen Darstellung von ©, 
das Element 


A+as)1+3s,) A +s)A+s)1 -s)l — ss)" [1 + Ayız Si] [Ü + Azaı Saaı] 
-1+as4+9s+3(2a2+ 49)s2+ 5 (12a + 6a,a1 + 6a + ala) Si. 
+ 5 (12 a1 — 60,412 — 6a, + a1 03) Saı 
= 19,514 %g8, + 3%12S12 + Ts %uıaSıa + vis Kazı Sazı » 
wo %, = 4,0, = Ay, Ay = 20a + Qı% 
(43) %yı2 = 12011 + 60,012 + 6a + afa, 
%ygı = 12 a1 — 6Q,Q15 — 6aya-+ aa} 
gesetzt worden ist. Daraus folgt, daß zwischen den &,, &s, &j3, &yı2, Xazı folgende Kon- 
gruenzen bestehen: 











(44) %p ZA, = %,%, (mod. 2) 

%1 =6a, a» + 6a, + ala, (mod. 12) 

%ıı = 6a, 'n zZ +6 2 zZ + o?a, (mod. 12) 
(45) Kıı E30, 0% — 20308, + 312 — 3%, %, (mod. 12) 

Ko E — 6A, A415 — 6a + a, a? (mod. 12) 

Kg = 6, 2 nr — 6 a (mod. 12) 
(46) Rp FE — 30%,%a + 408,02 — 3% + 3%, %, (mod. 12). 


Diese Eigenschaften der Zahlen %&;s, &112; %agı bleiben auch beim Multiplizieren erhalten. 
Die Gesamtheit der Elemente 


(47) 1405149554 3912812 + Is Ruiz Sıra + Fir Kapı Sazı 
bilden eine Gruppe, wenn die &,, &g, &ı2, &ıı2, Xagı ganze Zahlen sind, und zwar &, und %, 
beliebige, und die &js, X112; &%ggı den Kongruenzen (44), (45) und (46) genügen. 


1 — 8151 — Sg — 3 %9 812 — zb Aız Sura — Ten Kazı Sazı 
ist das zu (47) inverse Element. Die eben erklärte Gruppe ist zur Gruppe aus den Er- 
zeugenden S5,, S, und den Relationen A,;u. =1(j,k,l,m = 1,2) isomorph. Ordnen 
wir nämlich dem Element (40) das Element (47) zu, wobei die &,, &g, &ı2, &ı12, &ıgzı durch 
die Gleichungen (43) bestimmt sind, so ist diese Beziehung eineindeutig, und es ent- 
spricht dem Produkt von zwei Elementen (40) gerade das Produkt der ihnen zugeordneten 


Elemente (47). Ich erhalte die zur Faktorgruppe ®, isomorphe Gruppe, wenn ich noch 
die Relationen 


1+ pisıt Ps2+ 3 Pirsıat Tr Pins + Tr has =i (d=1,2) 


hinzufüge. 





o* © 





el 


sl 





Adelsberger, Über unendliche diskrete Gruppen. 123 


3. Wir untersuchen die Gruppe ®, mit zwei Erzeugenden 1 + s,, 1 + s, und zwei 
Relationen 
(48) 1+ Pi1sıt 982 + % Plasıat vis Plız Sina + 5 Piaı Sazı = 1 
1+ gisıt 9282 + 3 Piasıa + 75 PiızSu2 + Hr Peısaı = 1- 
Es lassen sich neue Erzeugende 1 + s, und 1 + s, einführen, und solche Folgerelationen 
bilden, daß wir statt der Relationen (48) die Relationen 


- ar 3 > 
(49) 1+nı5sı + MsSsıa +3 Rinsıa + $ a1 Sası = 1 
- er = u’: ce 
I+HNn,55, + Ması tt rfıSsııa + $ dar Saaı = 1 
erhalten, wo z, und x, die Elementarteiler der Matrix 

u: 
PM 
u oe 
ı$i 93) 


sind. Ich will im folgenden die Querstriche wieder fortlassen. Es sei z, +0 und #1 
und x, #0. Dann sind x, und r, die Poincar6schen Zahlen der Gruppe. 


Die erste Kommutatorgruppe @,, von ©,, die sämtliche Kommutatorelemente aus 
zwei Elementen von ®, enthält, hat die Erzeugenden 


1+t=1+s3+ %S12 + 3 Saı 
1+ Sy und 1 + Sy 
und die definierenden Relationen 


It —-37%, (m +1) su + Masaı = 1 
+ nt + sun + 30 (0 — 1) 51 = 1 
1 + (21, 22) Sir = 1 
1 + (a, ale) Sa = 1. 
Die zweite Kommutatorgruppe @,, ist die Gruppe aller Kommutatorelemente eines 


Elements aus ©, mit einem Element aus der ersten Kommutatorgruppe @,,. &;,, hat die 
Erzeugenden 1 + 5] und 1 + s,., und die definierenden Relationen 


1 + (21, Aa) Sıa = 1 

1 + (a, 2) Sazı =1- 
Die Poincareschen Zahlen der beiden Kommutatorgruppen liefern uns keine neuen 
Gruppeninvarianten. 


s 4. 
1. Wir bilden die z,-ten Potenzen sämtlicher Glieder der Gruppe ®,. Die Gesamt- 
heit der Elemente 


0) At mSsıt9gNıSE + 3971812 4 15 Ka Tı Sina + Tr Razı Tı Sapı 
bildet eine Gruppe $,, wenn x, ungerade ist, was wir voraussetzen wollen. (Ist x, gerade, 
> -ten Potenzen sämtlicher Elemente von ®,, wo » angibt, wievielmal 
der Faktor 2 in x, enthalten ist.) Ich bilde den Durchschnitt ®, von 9, mit der ersten 


so bilden wir die 


Kommutatorgruppe (,, und dann die Faktorgruppe — 
“ı 


Die Poincaröschen Zahlen von —!, die mir neue Invarianten von ®, und damit von 


2, 
& liefern, sind die Elementarteiler der Matrix 
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2 — 32m +1) 71a 


Tg le (m, — 1) 
0 (Rz, 7%) 0 

0 0 (22, 7) 
7%, 0 0 


1 1 1 
2 Ilrdıa — Re) 3 (Rsı — Fe) 
2 2 2 ’ 2 
ai I (Mdız — Re) 3 (Ari — Ro) 
2. Wir bilden nun die rz,-ten Potenzen aller Elemente von ®;: 
1 + 17,951 4 Ng8g5, + I7g%12S12 + Ta TafyıaSııa + Tea Ta Kaaı Saaı - 


Diese sind eine Untergruppe 9, der ersten Kommutatorgruppe &,,. Die Poincareschen 








Zahlen der Faktorgruppe e von $,, die wieder Invarianten von ®, sind, sind die Ele- 
mentarteiler der Matrix 
7T — I7,(2, +1) Re 
up) 72 I n,(n, — 1) 
0 (7, 71) 0 
0 0 (7, 775) 
Tg 0 0 
IT IT IT IT IT 
8 re (ab e ken 718 >) 3 (aba - en 7g en 
| 7 4 (az — Rs) (ag — e) 








Die Poincar&schen Zahlen der Faktorgruppe des Durchschnitts von der zweiten 
Kommutatorgruppe &,, mit der Gruppe der n,-ten oder n,-ten Potenzen sämtlicher 
Glieder von ®, sind identisch mit bereits bekannten Invarianten. 

Das Verfahren, das wir in dieser Arbeit angewandt haben, um aus den Faktor- 
gruppen ®, und ®, Gruppeninvarianten herzuleiten, kann man auf jede Faktorgruppe 
&;(i=1,2,...) anwenden. Man würde so eine unendliche Reihe von Invarianten der 
Gruppe © erhalten. 





Eingegangen 11. Oktober 1929. 
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Zwei- und Drei-Punktsysteme auf Kurven. 


Von Robert Schumacher f in München !). 





Zweipunktesystem. 


Unter dem Zweipunktesystem einer Kurve verstehen wir die Mannigfaltigkeit 
der möglichen Punktepaare auf ihr und gebrauchen dafür allgemein die Bezeichnung 
$,. Im Falle, wo die Kurve ein Kegelschnitt X in der Ebene e ist, wird das Zweipunkte- 
system durch die Tangenten von Ä eindeutig auf das Gebiet der Ebene e abgebildet, 
das sich außerhalb des Kegelschnittes befindet. Jedem Punktepaar auf K gehört dabei 
der Schnitt der Tangenten zu, die in den Punkten des Paares berühren, und umgekehrt 
entspricht jedem Punkte von e, der außerhalb des Kegelschnittes liegt, ein Punktepaar 
auf X, das Paar der Berührungspunkte der von ihm ausgehenden Tangenten. Die Punkte 
des Kegelschnittes entsprechen sich hierbei selbst und sind also in dem Zweipunkte- 
system als Paare zusammenfallender Punkte aufzufassen; wir nennen sie die „Ordnungs- 
punkte‘‘ oder „Ordnungsgruppen von S,“. 

Die hier geschilderte Abbildung des Zweipunktesystems soll eine „perspektive‘“ 
heißen. Ist e projektiv auf eine andere Ebene bezogen, so ist damit das Zweipunkte- 
system von K auf letztere Ebene „projektiv‘‘ abgebildet. 

Involutionen. Den Punkten einer Geraden L in e gehören im Zweipunktesystem 
die Punktepaare einer Involution zu. Die Involution stellt eine Regel dar, die zu jedem 
Punkte auf K einen zweiten eindeutig finden läßt, wir bezeichnen sie daher in der Folge 
als „einstufige Regel‘‘ mit R,. Nach der Lage der Bildgeraden gegen den Kegelschnitt 
sind drei Arten von Involutionen zu unterscheiden: a) die Bildgerade schneidet den 
Kegelschnitt nicht; die Involution ist ohne Ordnungspaare und läßt sich also ausnahms- 
los eindeutig auf eine geschlossene Linie abbilden; b) die Bildgerade schneidet X; die 
Involution besitzt zwei Ordnungspaare und läßt sich ausnahmslos eindeutig auf eine 
Strecke abbilden; c) die Bildgerade berührt den Kegelschnitt; die Involution ist eine 
„starre“, indem ihre Punktepaare den Berührungspunkt der Bildgeraden gemeinsam 
enthalten. Der Berührungspunkt heiße das ‚„Haupt‘‘ der Involution, sie selbst bezeichnen 
wir mit S,(a), wo a das Haupt bedeute. 

Büschel von Involutionen. Die Gesamtheit der Involutionen, deren Bildgeraden 
durch einen Punkt gehen, nennen wir ein Büschel und gebrauchen dafür die Bezeichnung 3,. 





!) Robert Schumacher (1860—1924) veröffentliche früher eine Reihe von Arbeiten zur algebraischen Geo- 
metrie; außer der Münchner Doktorarbeit (1885) findet man sie in Math. Ann. 87 und 88 und im Crelleschen 
Journal 110 und 111. Einige nachgelassene Manuskripte über verwandte Gegenstände wurden mir von der 
Witwe Sch.s zur Sichtung übergeben. Es sei gestattet, daraus eine Probe zu veröffentlichen. Der Rest des 
Nachlasses ist in der Univ. Bibl. Jena hinterlegt und steht durch den Reichsleihverkehr jedermann zur Verfügung. 
wg eine Fortführung dieser Note n-Punktsysteme auf Kurven, eine Note über Reziproke Verwandt- 
schaft u. a. m. 

Herrn Prof. Zindler, Innsbruck, möchte ich für seine wertvolle Hilfe in Rat und Tat bei der Durchsicht 
des Nachlasses herzlich danken. E. Ulürich. 
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Je nachdem der Punkt außerhalb oder innerhalb des Kegelschnittes ÄX liegt, ent- 
halten die Involutionen alle dasselbe Punktepaar oder hat keine mit der andern ein 
Punktepaar gemein. Ein Büschel B, ist durch zwei seiner Involutionen bestimmt und 
umgekehrt eine Involution durch zwei Büschel, denen sie angehören soll. 


Kette und Band. Die Reihe der Punktepaare, die den Punkten eines Kegelschnittes 
entsprechen, soll eine ‚Kette‘ heißen. Insbesondere nennen wir die Kette, die dem 
Kegelschnitte ÄK selbst entspricht, also von den Paaren zusammenfallender Punkte 
gebildet wird, die „Ordnungskette‘‘ des Zweipunktesystems. Die möglichen Formen 
der Ketten unterscheiden sich wie die Involutionen nach der Lage, die der Bildkegel- 
schnitt jedesmal gegen den Träger der Punktepaare besitzt. Schneidet z.B. der Bild- 
kegelschnitt den Träger X in vier Punkten, so läßt sich die Kette auf zwei getrennte Linien- 
stücke, schneidet er in zwei Punkten, auf ein Linienstück, und liegt er außerhalb X, auf 
eine geschlossene Linie abbilden. 


Die Gesamtheit der Involutionen, die den Tangenten eines Kegelschnittes ent- 
sprechen, nennen wir ein „Band‘ und insbesondere die Gesamtheit der starren Involu- 
tionen das „Ordnungsband‘“ des Zweipunktesystems, 


Projektive Beziehungen. Involutionen und Büschel B, befinden sich zu ihren Bildern 
in „perspektiver‘‘ Lage. Untereinander stehen Involutionen R, und Büschel 2, in „‚pro- 
jektivem‘‘ oder „perspektivem‘‘ Verhältnis, wenn die ihnen in der Ebene e entsprechen- 
den Gebilde projektiv bzw. perspektiv aufeinander bezogen sind. Ebenso sagen wir, 
daß die Zweipunktesysteme zweier Kegelschnitte sich in projektiver oder reziproker 
Beziehung befinden, wenn dies mit den Ebenen, auf die sie abgebildet sind, der Fall ist. 
Eine solche projektive Beziehung ist durch vier Zuordnungen von je einer Involution oder 
einem Büschel des einen Zweipunktesystems zu einer Involution bzw. Büschel des andern 
festgelegt, wofern keine drei dieser Involutionen einem Büschel angehören bzw. drei der 
Büschel eine Involution gemein haben. 


Besonders hervorzuheben sind die projektiven Beziehungen zweier Zweipunkte- 
systeme, bei denen die Ebenen der Träger so projektiv bezogen sind, daß die Träger 
einander entsprechen. Eine solche Beziehung nennen wir „konform“; hier ist jeder 
ÖOrdnungsgruppe wieder eine Ordnungsgruppe und jeder starren Involution wieder eine 
starre Involution zugeordnet; überhaupt bleibt die Form jeder Involution oder Kette 
bei der konformen Beziehung erhalten. Eine konforme Beziehung ist nach ihrer De- 
finition durch eine projektive Beziehung der Träger bestimmt. 


Eine konforme Beziehung des Zweipunktesystems auf sich selbst heiße eine ‚Ver- 
schiebung‘‘, gleichwie wir eine projektive Beziehung von e auf sich selbst, wobei X sich 
selbst entspricht, eine projektive Drehung um K nennen. 


Polaritä. Das Polarsystem in e, das K zur Ordnungskurve hat, überträgt 
sich derart auf das Zweipunktesystem, daß jedem Punktepaar die Involution zu- 
gehört, die seine Punkte zu Ordnungspaaren hat, und daß überhaupt je ein Büschel und 
eine Involution als „Pol“ und „Polare‘‘ einander wechselseitig zugeordnet sind. 


Zweipunktesystem der Geraden. Von der Abbildung des Zweipunktesystems eines 
Kegelschnittes auf die Ebene kommt man ohne weiteres zur Abbildung des Zweipunkte- 
systems einer Geraden, indem man die Gerade projektiv auf den Kegelschnitt bezieht, 
wodurch sich eine konforme Abbildung des Zweipunktesystems der Geraden auf das 
des Kegelschnittes ergibt. Die für den Kegelschnitt eingeführten Begriffe werden so 
auf die Gerade übertragen. Eine perspektive Abbildung des Zweipunktesystems der 
Geraden auf die Ebene erhält man durch die Tangenten eines die Gerade berührenden 
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Kegelschnittes, wobei dann jedem Punktepaar der Schnitt der Tangenten zugeordnet 
ist, die noch von den Punkten des Paares ausgehen. 


Dreipunktesystem. 


Definition. Unter dem Dreipunktesystem einer Geraden G soll die Mannigfaltigkeit 
der möglichen Gruppen aus je drei Punkten auf ihr verstanden sein. Unter den Gruppen 
ist dabei jeder Punkt von G als eine Gruppe aus drei zusammenfallenden Punkten gerechnet 
und analog jedes Punktepaar auf zweifache Weise als eine Gruppe, die aus einem Punkte 
und zwei zusammenfallenden Punkten besteht. Die erste Art der besonderen Gruppen 
soll „Ordnungsgruppen‘“ heißen. 

Abbildung auf den Raum. Das Dreipunktesystem ist von derselben Dimension 
wie die Mannigfaltigkeit der Punkte des Raumes und läßt sich auch in analoger Weise 
eindeutig auf den Raum beziehen wie das Zweipunktesystem auf die Ebene. Wir legen 
hierzu durch G zwei Ebenen e, und e, und nehmen darinnen je einen G berührenden Kegel- 
schnitt X und K’. Dadurch ist jedem Punkte von G die Verbindungsebene der Tangenten 
zugeordnet, die von ihm noch an X und K’ gehen. Damit ist aber jeder Dreipunktegruppe 
auf G ein Punkt im Raume zugewiesen, der Schnitt der den Punkten der Gruppe zu- 
geordneten Ebenen. Umgekehrt entspricht dem Schnitt dreier solcher Ebenen nur eine 
Dreipunktegruppe, da die Ebenen, die je eine Tangente von K mit einer Tangente von 
K’ vereinigen, ein Ebenenbüschel E von der dritten Ordnung bilden, wofern sich nicht 
K und K’ auf G berühren. 

Die hier geschilderte Abbildung des Dreipunktesystems auf den Raum soll eine 
„perspektive‘‘ heißen. 

Regeln 2. Stufe. Den Punkten einer beliebigen Ebene des Raumes entsprechen 
die Gruppen einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, wobei die Punkte auf G so zu 
Gruppen gereiht sind, daß jedes Punktepaar nur einer Gruppe angehört. Es wird hier- 
durch eine Regel dargestellt, die zu irgend zwei Punkten auf G einen dritten eindeutig 
finden läßt. Diese Regeln, die wir im folgenden als „lineare Regeln 2. Stufe‘‘ mit 
R, bezeichnen, bilden das Analogon zu den Involutionen des Zweipunktesystems und 
sind die Elementaroperationen des Dreipunktesystems; ihre Mannigfaltigkeit ist aus- 
nahmslos eindeutig beziehbar auf die Mannigfaltigkeit der Ebenen im Raum. 


Starre Regeln. Den Punkten einer Ebene des Büschels E, die G im Punkte a trifft, 
entsprechen auf G Gruppen, die alle den Punkt a gemeinsam haben. 


Die hierdurch dargestellte Regel entsteht dadurch, daß man den Gruppen des Zwei- 
punktesystems von G den Punkt a hinzufügt; wir nehmen dafür die Bezeichnung S,(a) 
mit a als „Haupt‘‘ der Regel. Da das Strahlenbüschel 2. Ordnung, nach dem eine Ebene 
von E durch die andern Ebenen des Büschels geschnitten wird, durch diese Ebenen pro- 
jektiv auf die Gerade G bezogen ist, so ist damit das Zweipunktesystem von G durch die 
Ebenen des Büschels E auf jede Ebene von E projektiv abgebildet. Dabei liegen die 
Bilder derselben Gruppe auf einer Achse von E und die Geraden, die derselben Invo- 
lution entsprechen, bilden eine Regelschar, deren Leitschar aus Achsen von E besteht. 
Die Bilder eines Büschels von Involutionen sind Strahlenbüschel, deren Zentren auf 
einer Achse liegen. 

Einstufige Regeln. Fügt man allen Gruppen einer Involution R, denselben Punkt 
a; bei, so entsteht eine einstufige Regel R,(a;) des Dreipunktesystems mit dem „Haupte‘“ 
a. Die Gruppen dieser Regel bilden sich nach dem vorigen auf die Punkte einer Geraden 
ab, die in der durch a; gehenden Ebene &; von E liegt. Ist die Involution des Zweipunkte- 
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systems starr mit dem Haupte a;, so entsteht eine Involution S,(a;, a;) mit zwei Häuptern; 
in der Abbildung entspricht ihr der Schnitt zweier Ebenen e; und e; des Büschels E, 


also eine Achse. Fällt a, mit a; zusammen, so entspricht der Regel, die wir mit S,(a;) 
bezeichnen, die in e, gelegene Tangente des Büschels E. Die Gruppe a; ‚ die aus drei zu- 
sammenfallenden Punkten besteht, bildet sich in den Oskulationspunkt von e; ab. 


Involutionen, die eine Regel 2. Stufe in sich schließt. Die Gruppen einer Regel R,, 
die denselben Punkt p, enthalten, bilden eine einstufige Regel, die nach Abstreifung jenes 


Punktes in eine Involution R,(p,) des Zweipunktesystems übergeht. Es soll nun gezeigt 


werden, daß die Involutionen, die auf diese Weise der Regel AR, entspringen, ein Büschel 
B, ausmachen. Ohne weiteres ersichtlich ist dies, wenn zwei der Involutionen eine 
Gruppe (a,, a) gemein haben, indem dann die starre Involution mit den Häuptern a, 
und a, der Regel R, angehört und somit jede aus R, entspringende Involution AR, die 
Gruppe (a,, a,) enthält. Andernfalls betrachten wir unsere Abbildung des Dreipunkte- 
systems auf den Raum. Die Ebene g, auf die sich R, abbildet, enthält eine Achse s des 
Büschels E. Den in At, enthaltenen Regeln R,(p,) entsprechen im Raume die Schnittlinien 


von e mit den Ebenen des Büschels Z£. Da nun diese Schnittlinien alle dieselbe Achse, 
nämlich s schneiden, so gehen in jeder Ebene von E die Bilder der Involutionen, die 
bei jenen Regeln Zt,(p,) nach Weglassung des Hauptes bleiben, durch den Spurpunkt der 


Achse s; die genannten Involutionen bilden somit ein Büschel 2.. 

Das Büschel B, der aus A, hervorgehenden Involutionen ist projektiv zur Punkt- 
reihe auf G, wenn jeder Involution das ihr in R, zukommende Haupt zugeordnet wird. 
Man erkennt dies wie folgt: b, bezeichne das Bild des Büschels B, in der dem Büschel E 
angehörigen Ebene &,, und t das Bild einer Involution AR, von B,. Man erhält dann das 
Bild der in R, enthaltenen Regel R,(p;), indem man das in e, dem Bilde von A,, befind- 
liche Bild von R, aufsucht. Dies geschieht aber dadurch, daß man durch irgend einen 
Punkt von t eine Achse außerhalb e, zieht und durch deren Schnitt mit e die die Achse 
nicht enthaltende Ebene von E legt. Um so alle Bilder aller in R, enthaltenen A,(p.) zu 
finden, schneidet man die Strahlen von b, durch eine Gerade / und zieht durch die Punkte 
von l Achsen außerhalb e,. Diese Achsen bilden eine zu ! und damit zu 5, projektive 
Regelschar, die e nach einem Kegelschnitt schneidet. Durch letzteren ist aber die Regel- 
schar projektiv auf ihre Leitschar bezogen. Die Leitschar liegt aber perspektiv zum 
Büschel EZ — jede Ebene von E enthält die ihr zugeordnete Gerade. Damit ist aber E 
projektiv zu 5b, und somit zu B,. 

Büschel und Bündel von Regeln. Die Gesamtheit der Regeln R,, die den Ebenen durch 
eine Gerade entsprechen, nennen wir ein Büschel $, und die Gesamtheit der Regeln, 
die den Ebenen durch einen Punkt entsprechen, ein Bündel 2. Stufe ß,. 

Wie eine Ebene im allgemeinen durch drei ihrer Punkte und ein Punkt durch drei 
durch ihn gehende Ebenen bestimmt ist, so wird eine Regel im allgemeinen durch drei 
ihrer Gruppen und ein Bündel ß, durch drei seiner Regeln gegeben. Drei Gruppen, die 
eine Regel bestimmen, mögen „‚freie‘‘ Gruppen und entsprechend drei Regeln, die keinem 
Büschel angehören, ‚‚freie‘‘ Regeln heißen. Ein Büschel ß, ist immer durch zwei seiner 
Regeln festgelegt. 

Gruppen, die zwei Regeln eines Büschels ß, gemeinsam sind, gehören allen Regeln 
von ß, an; ebenso ist eine in drei freien Regeln enthaltene Gruppe allen Regeln des da- 
durch bestimmten Bündels gemeinsam. 

Unabhängigkeit der eingeführten Begriffe von der Abbildung. Seien E und E’ zwei 
Ebenenbüschel dritter Ordnung, die G perspektiv auf den Raum abbilden, so läßt sich 
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der Raum projektiv so auf sich selbst beziehen, daß das Ebenenbüschel EZ’ dem Büschel 
E entspricht und daß sich dabei die Ebenen von E’ mit ihren zugehörigen auf G treffen. 
Eine projektive Beziehung des Raumes auf sich selbst, bei der sich E auf E’ abbildet, ist 
nämlich durch die Zuordnung dreier Elemente von E’ zu dreien von E eindeutig bestimmt; 
man ordnet daher drei Ebenen von E’ diejenigen Ebenen von E zu, die sich mit ihnen 
auf G schneiden. In der so bestimmten projektiven Beziehung schneiden dann die Ebenen 
von E’ und die von E auf G zwei projektive Punktreihen aus, die drei und damit alle 
entsprechenden Punkte gemein haben. Daraus folgt aber, daß einer Mannigfaltigkeit 
von Gruppen auf G, der bei der Abbildung auf den Raum mittelst E eine Ebene ent- 
spricht, auch bei der Abbildung mittelst E’ eine Ebene als Bild zukommt. Ebenso ent- 
spricht einem Büschel $, bzw. einem Bündel ß, bei allen Abbildungen ein Ebenenbüschel 
durch eine Gerade bzw. ein Bündel von Ebenen durch einen Punkt. 


Ein anderer Beweis für die Unabhängigkeit des Begriffes der Regel gründet sich 
auf eine Definition der Regel, die sich unabhängig von der Abbildung aussprechen läßt. 
Diese geht aus folgendem Satze hervor, dessen Richtigkeit man ohne weiteres aus der 
Abbildung des Dreipunktesystems erkennt: 


Haben drei Involutionen des Dreipunktesystems jede mit der andern eine ver- 
schiedene Gruppe gemein, so enthält jede weitere Involution, die mit zwei der drei In- 
volutionen je eine Gruppe gemein hat, auch von der dritten eine Gruppe. 


Dementsprechend definieren wir die Regel R, in ausreichender Weise als eine Mannig- 
faltigkeit von Involutionen des Dreipunktesystems, welche folgende Beschaffenheit 
besitzt: | 

Zu jedem Punkte als Haupte gehört eine Involution und je zwei der Involutionen 
haben eine Gruppe gemein (im ersten Teile liegt schon, daß nicht mehr als drei der In- 
volutionen dieselbe Gruppe enthalten). — Dies paßt auch auf die starre Regel, wenn 
man ihrem Haupte diejenige Involution zuordnet, welche diesen Punkt als doppeltes 
Haupt besitzt. 

Um sonach eine Regel AR, zu erzeugen, nimmt man alle möglichen Involutionen, 
die von zwei gegebenen Involutionen mit gemeinsamer Gruppe je eine verschiedene 
Gruppe enthalten. Man bekommt auf diese Weise sämtliche eine Regel 2. Stufe aus- 
machenden Involutionen, eine einzige ausgenommen, nämlich die, welche auch die den 
beiden gegebenen Involutionen gemeinsame Gruppe enthält. Die Bildgeraden der so 
erhaltenen Involutionen sind bei der Abbildung auf den Raum die Schnitte einer Ebene 
mit den Ebenen des Abbildungsbüschels E; sie enthalten die Punkte, denen auf G eine 
Dreipunktegruppe entspricht. 

Nimmt man zu jeder Involution einer starren Regel S,(a) alle Involutionen einer 
andern Regel $,(b), die mit ihr eine Gruppe gemein haben, so sind dadurch nach dem 
Vorausgehenden alle Regeln AR, des Dreipunktesystems bestimmt. 


Projektive Beziehungen. Nachfolgende Definitionen ergeben sich unmittelbar aus 
der Abbildung des Dreipunktesystems auf den Raum. 


Zwei Dreipunktesysteme sind projektiv bezogen, wenn ihre Abbildungen auf den 
Raum es sind. In einer solchen Beziehung entspricht jeder Regel R, des einen Systems 
eine Regel R, des andern und jedem Bündel ß, des einen ein Bündel , des andern. Die 
Beziehung ist im allgemeinen durch fünf Zuordnungen von Regeln R, oder Bündeln ß, 
bestimmt. 

Zwei Bündel ß, sind projektiv bezogen, wenn jeder Regel des einen eine Regel des 


andern und jedem Büschel ß, im einen wieder ein Büschel ß, im andern entspricht. Zwei 
18* 
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Büschel £, sind projektiv, wenn ihre Bilder es sind oder, wenn sie in zwei projektiven 
Bündeln f, einander entsprechen. 

Vier Regeln R, oder Bündel ß, liegen harmonisch, wenn ihre Bilder harmonische 
Lage haben. 

Ist der Raum, auf den zwei Dreipunktesysteme perspektiv abgebildet sind, pro- 
jektiv so auf sich selbst bezogen, daß die die Abbildung vermittelnden Ebenenbüschel 
3. Ordnung einander entsprechen, so sind die Dreipunktesysteme „konform“ aufein- 
ander abgebildet. Eine konforme Abbildung entsteht durch projektive Beziehung der 
Träger der Punktsysteme; einer Gruppe der einen entspricht die Gruppe des andern, 
die aus den den Punkten der ersten Gruppe zugeordneten Punkten besteht. Einem 
singulären Elemente entspricht dabei wieder ein gleichartiges singuläres Element. 


Liegen zwei konform bezogene Punktsysteme auf derselben Geraden, so nennen 
wir ihre Beziehung eine „Verschiebung“. Eine Verschiebung ist bestimmt durch die 
Verschiebung dreier Ordnungsgruppen nach drei beliebigen andern Ordnungsgruppen. 


Band. Die Mannigfaltigkeit der Regeln AR,, die in irgendeiner projektiven Beziehung 
zweier Dreipunktesysteme den singulären Regeln entsprechen, nennen wir ein Band 
3.Ordnung. Sein Bild im Raume ist ein Ebenenbüschel 3. Ordnung. Im besonderen 
heiße die Mannigfaltigkeit der singulären Regeln das Hauptband. 


Polarität. Drei Ordnungspunkte a, b und c können nicht gleichzeitig zwei Regeln, 
also den Regeln eines Büschels f, gemeinsam angehören. Denn entweder würde auch 
die Gruppe (a, b, c) in allen diesen Regeln vorkommen, oder es ginge die sie enthaltende 
Regel R, des Büschels durch eine Verschiebung, die a und 5 festläßt und c nach irgend- 
einem Punkte d bringt, in sich selbst über und würde daher auch die Gruppe (a, 5, d), 
nach der (a,b, c) verschoben wird, enthalten; damit würden ihr aber alle Gruppen mit 
den Punkten a und b angehören, wobei dann eine davon auch allen Regeln des Büschels 
gemeinsam sein müßte. In beiden Fällen würden also letztere Regeln die Gruppe (a, a, a) 
und eine Gruppe (a, b, x), also eine Involution A,(a), gleicherweise aber auch eine solche 
R,(b) gemeinsam enthalten, was nicht möglich ist. 


Da somit drei beliebige Ordnungspunkte eine einzige Regel bestimmen, so ist jeder 
Gruppe im Dreipunktesystem eine Regel beigeordnet, nämlich die, welche die Punkte 
der Gruppe als Ordnungspunkte besitzt. Diese Beiordnung von Gruppe und Regel soll 
unter der Polarität des Dreipunktesystems verstanden sein. Die Gruppe heiße der Pol 
der Regel und die Regel die Polare der Gruppe. 


Es soll nun gezeigt werden, daß jede Gruppe ihrer Polaren angehört. 


Die Gruppe bestehe aus den Punkten a, b und c, und AR, sei ihre Polare. Da zwei 
starre Regeln der Form $,(2?) keine Gruppe gemein haben und also nicht derselben 
Regel angehören, so können wir voraussetzen, daß S,(c?) nicht in R, enthalten sei. Wir 
nehmen nun die Verschiebung vor, die a involutorisch in b überführt und c fest läßt, 
Hierdurch wird AR, und damit auch die darin enthaltene Involution mit dem Haupte c, 
die mit AR,(c) bezeichnet sei, in sich selbst verschoben. Ein Ordnungspunkt von A, ist c, 
der andere, da A,(c) von S,(c?), also R, von S,(c) verschieden sein soll, ein von c ver- 
schiedener Punkt d. Bei der Verschiebung muß auch die Gruppe (c, d, d) festbleiben, da 
sie wieder in eine Gruppe von R,(c) mit einem doppelt zu rechnenden Punkte übergeführt 
wird. Da somit der Punkt d bei der Verschiebung ebenfalls festbleibt und a und 5 involu- 
torisch ineinander übergehen, so sind a und 5b harmonisch konjugiert in bezug auf c und d, 
so daß die Gruppe (a,b) der Involution R, und damit die Gruppe (a,b, c) der Involution 
R,(ce) angehört. (a,b,c) ist folglich in A, enthalten. 
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Man erkennt zugleich, daß die Regel R, keinen weiteren Ordnungspunkt x besitzen 
kann. Denn sonst würden in ihr die Gruppen (a,b, c) und (a,b, x), also die Involution S,(a, b) 
und gleicherweise die Involution S,(c, x), vorkommen. Da aber diese Involutionen keine 
Gruppe gemein haben, so können sie auch nicht derselben Regel angehören. 


Enthält A, die starre Involution S,(a?), so kann, da dieser alle den Punkt a ent- 
haltenden Gruppen von A, angehören, die Gruppe (a,b,c) nur in R, vorkommen, wenn 
b mit a zusammenfällt. Wir bezeichnen deshalb a als zweifachen Ordnungspunkt von 
R, und die Gruppe (a,a,c) als den Pol von R,. 


Die Involution R,(c) gehört offenbar jeder Regel R, an, die zu einer ihrer Gruppen 
polar ist. Dies gilt von jeder Involution, die einen Ordnungspunkt des Dreipunktesystems 
enthält. 

Den Gruppen einer starren Involution mit zwei verschiedenen Häuptern sind die 
Regeln polar, die die Häupter zu Ordnungspunkten haben. Das Büschel dieser Regeln 
ist durch die Polarität perspektiv auf die Involution bezogen. 


Durch die Polarität ist auch das Bündel der Regeln, die den Ordnungspunkt a 
gemeinsam enthalten, zur starren Regel S,(a) und damit zum Zweipunktesystem pro- 
jektiv gesetzt, indem jeder zur Gruppe (a,x,y) polaren Regel die zu (z,y) polare Involution 
entspricht. 

Zum Beweise setzen wir das Zweipunktesystem S,, das von dem Kegelschnitte K 
getragen werde, perspektiv zu dessen Ebene e und bilden auch das Bündel projektiv so 
auf eine Ebene e, ab, daß jeder Regel in e, ein Punkt zugeordnet sei. Dem Bilde einer 
Gruppe (2, y) entspricht dann in eg, ein Punkt, das Bild der Polaren zur Gruppe (a, x, y). 
Beschreibt das Bild von (x, y) eine Tangente an K, so durchläuft, da die Polaren zu den 
Gruppen einer starren Involution S,(a, x) ein zu ihr projektives Büschel bilden, auch der 
in e, entsprechende Punkt eine dazu projektive gerade Punktreihe. Gleichwie die Tan- 
genten von K, so schneiden auch die ihnen in e, zugeordneten Geraden irgend zwei von 
ihnen projektiv und umhüllen folglich einen zu X projektiven Kegelschnitt X’. Die ge- 
schilderte Beziehung zwischen den Ebenen e und e, ist daher, indem darin jedem Schnitt- 
punkte zweier Tangenten an K der Schnitt ihrer entsprechenden an Ä’ zugeordnet wird, 
projektiv. Das Bündel der Regeln mit dem gemeinsamen Ordnungspunkte a ist somit 
auch so projektiv auf e bezogen, daß jeder Regel ein Punkt oder, wenn wir an dessen 
Stelle seine Polare in bezug auf Ä setzen, eine Gerade entspricht. Damit ist aber das 
Bündel auf 5, so projektiv bezogen, daß je eine Regel und eine Involution in der im Satze 
angegebenen Weise einander zugeordnet sind. Daraus folgt insbesondere, daß den Gruppen 
einer beliebigen Involution R,(a) die Regeln eines Büschels in perspektiver Weise polar 
sind: jeder Involution ist ein Büschel ‚polar‘‘. Haben somit die Regeln eines Büschels 
einen Ordnungspunkt gemein, so bilden die weiteren Ordnungspunkte je die Punktepaare 
einer Involution; und umgekehrt gehören die Regeln mit gemeinsamem Ordnungspunkte, 
deren weitere Ordnungspunkte je aus den Punktepaaren einer Involution bestehen, 
demselben Büschel an. 


Die Polaren zu den Gruppen einer Regel R, machen die Mannigfaltigkeit der mit 
drei Ordnungspunkten versehenen Regeln eines Bündels ß, aus. Denn jeder Involution 
Rt,(x) von R, ist ein Büschel polar und zwei solcher Büschel haben je eine Regel gemein, 
gleichwie ihre polaren Involutionen eine Gruppe. Je drei der Involutionen enthalten 
dieselbe Gruppe und also je drei der Büschel dieselbe Regel. Die Büschel gehören somit 
alle demselben Bündel an; dieses heiße zur Regel polar. 

Enthält AR, den Ordnungspunkt a, so gehört ihrem polaren Bündel die Regel S,(a) 
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an; besitzt also A, drei Ordnungspunkte a, b und c, so kommt die Gruppe (a,b, c), also der 
Pol von A,, in allen Regeln des polaren Bündels vor. 


Im vorstehenden Satze liegt zugleich der folgende: 


Enthält eine Regel mit drei Ordnungspunkten den Pol einer andern, so enthält 
auch diese den Pol jener. 


Übertragen wir das bisherige durch die Abbildung des Dreipunktesystemes auf den 
Raum, so erhalten wir eine reziproke Verwandtschaft und im besonderen ein Nullsystem. 
Dem Ebenenbüschel 3. Ordnung, das die Abbildung vermittelt, entspricht dabei eine 
Raumkurve 3. Ordnung, auf die sich also die Reihe der Ordnungspunkte abbildet. 


Fundamentalaufgabe. ‚Gegeben sind drei Gruppen y,, Ya, Ys; es ist die sie ent- 
haltende Regel A, zu bestimmen und insbesondere zu irgend zwei Punkten a, und a, auf 
G der dritte durch die Regel R, zugeordnete Punkt mittels linearer Konstruktion in 
einer Ebene zu finden.“ 


Bildet man das Zweipunktesystem S, von G auf eine Ebene e durch G mittels eines 
G berührenden Kegelschnittes X ab, so ist damit auch jede singuläre Regel S,(a) des 
Dreipunktesystems auf die Ebene e, in der die Konstruktion zu geschehen hat, projektiv 
abgebildet. Eine Regel R, nehmen wir nun als bestimmt an, wenn irgend zwei Involutio- 
nen /?,(a;) bekannt sind, die sie mit je zwei Regeln S,(a,) gemein hat; denn dann können 
wir ohne weiteres auch die Involution angeben, die R, mit einer beliebigen anderen Regel 
S,(a;) gemein hat. 


Wir nehmen zur Bestimmung von AR, zwei singuläre Regeln S,(a,) und S,(a,), von 
denen die eine die Gruppe y,, die andere die Gruppe y, enthält, wobei dann a, ein Punkt 
von y, und a, ein Punkt von y, sein muß. Da R, auch y, enthalten soll, so muß sie mit 
einer der drei y, enthaltenden Regeln — sie heiße S,(a,) — eine Involution R,(a,) be- 
stimmen, die y, enthält. Die drei Regeln R,(a,), R,(a,) und R,(a,), die R, mit einer der 
Regeln S,(a,), S,(a,) und S,(a,) gemein hat, müssen aber offenbar zu zweien mit je einer 
der drei Regeln S,(a,, a,), $,(a,, a3) und S,(a,, a,) eine Gruppe gemein haben. Überträgt 
man die Aufgabe, die wir jetzt zu lösen haben, auf den Raum, so lautet sie hier: Gegeben 
sind drei Ebenen und in jeder ein Punkt; durch jeden dieser Punkte in seiner Ebene 
eine Gerade derart zu ziehen, daß sich die drei Geraden zu zweien auf einer der Schnitt- 
linien der Ebenen trefien. 

Bei der perspektiven Abbildung der Regeln S,(a,), S,(a,) und S,(a,) auf die Ebene z, 
diedurch den Träger des Dreipunktesystems gelegt worden ist, entspricht der Regel S,(a,, @;); 
da sie zwei Regeln S,(a,) und S,(a,) angehört, zweimal eine Tangente des Abbildungs- 
kegelschnittes X; die eine t, geht durch a,, die andere t, durch a,. Die Punkte von t, 
und i,, die dabei derselben Gruppe von S,(a,, a,) zugehören, liegen selbst je auf einer Tan- 
gente, so daß die zugehörigen Gruppen zwei projektive Punktreihen (t,) projektiv (i,) 
bilden. Ähnlich ist es mit der Regel S,(a,, a,), der die projektiven Punktreihen (t,) pro- 
jektiv (t,) entsprechen und mit S,(a,, a), der die Punktreihen (t,) projektiv (t,) zuge- 
ordnet sind. Den Involutionen R,(a;), wo i = 1,2 oder 3, die die Gruppe y, enthalten, 
entsprechen in e die Geraden eines Büschels mit dem Zentrum g,. Wir haben nun die 
Aufgabe, durch g,, 9, und g, je eine Gerade [,, !, und /, so zu ziehen, daß der Schnitt von 
/, mit it, dem Schnitt von t, mit l, in der obigen projektiven Beziehung zugehört und 
daß überhaupt der Schnitt.von /; mit {;, dem Schnitt von /; mit 2; in den obigen Pro- 
jektivitäten entspricht. Ziehen wir also durch g, eine Gerade /!f, die ti, und i, in den 
Punkten m? und m$ trifft und verbinden den zu m$ auf t, gehörigen Punkt mf mit q, durch 
eine Gerade /$, die t, in m$ treffe, so muß die Verbindungsgerade des zu mg auf t, gehö- 
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rigen Punktes n; mit dem zu ng auf t, gehörigen Punkte n* durch den Punkt g, gehen. 
Beschreibt aber lf das ganze Geradenbüschel durch g,, so beschreiben n, auf t, und n, 
auf t, projektive Punktreihen, die perspektiv liegen, da der Schnitt von t, mit t, offen- 
bar sich selbst entspricht. Wir haben daher zur Auffindung von |,, !, und /, nur das 
Projektivitätszentrum für die Punktreihen nf und n? zu zeichnen, indem wir zwei einander 
zugeordnete Punkte der Punktreihen bestimmen, und dieses mit g, zu verbinden. 

Sind !, und /, als Bilder der Involutionen R,(a,) und A,(a,) gefunden, die R, mit 
S,(a,) und S,(a,) gemein hat, so bestimmt man die gemeinsame Involution von /?, mit 
irgendeiner singulären Regel S,(a,) wie folgt: Man bestimmt die Gruppen, die S,(a,) mit 
R,(a,) und R,(a,) gemein hat — es seien dies die Gruppen (a,, a,, a;) und (a,, a,, a,) — und 
verbindet in e das Bild des Punktepaares (a,, a;) mit dem von (a,, a„) durch eine Gerade 
l,, so ist 1, das Bild der gesuchten Involution. a; und a, selbst findet man als Spuren 
der Tangenten, die man vom Schnitt der durch a, außer G gehenden Tangente mit /, bzw. 
l, noch an den Kegelschnitt X ziehen kann. Will man endlich den zu a, und a, durch 
die Regel R, zugeordneten dritten Punkt bestimmen, so hat man den Punkt zu suchen, 
der in der zu l, gehörigen Involution mit a, zu einem Punktepaar vereinigt ist. 





Eingegangen 5. Januar 1930. 








Berichtigung zu einer früheren Arbeit. 
Von F. Löbell in Stuttgart. 












In meiner in Bd. 162 dieses Journals S. 114 fi. abgedruckten kleinen Arbeit ‚Ein 
Satz über die eindeutigen Bewegungen Clifford-Kleinscher Flächen in sich‘ muß es auf 
Seite 115, Zeile 14 u. 15 (neben Fig. 1), wie übrigens auch aus dem Zusammenhang so- 
gleich hervorgeht, heißen: ‚Sie werde zunächst als eine Killingsche Fläche gedacht“ 
(statt: „,... Nicht-Killingsche .. .‘““). 





Berichtigung 


zu der Arbeit von E. Kamke, ‚Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung“; diese Zeitschrift, Bd. 162, S. 185—197. Man lese auf S. 194 

Zeile 3: sin?y statt y?; 

Zeile 12: dem Horizontalstreifen 0 <y<r statt der unteren Halbebene; 
Zeile 13: sin? 9 statt 9°; 

Zeile 18: die durch @ gehende Parallele zur y-Achse statt x-Achse; 

Zeile 18: unterhalb siait rechts von. 


Tübingen, 3. 7. 1930. 
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